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ZAGADNIENIE ISTNIENIA TWIERDZEN
O ISTNIENIU I NIEISTNIENIU, cz. I.

W rozwazaniach o charakterze filozoficzno—$wiatopogladowym spo-
tyka sie stwierdzenia o charakterze dos¢ ogdlnym, stanowiace punkty
wyjscia dla dalszego biegu mysli. Sa one traktowane jako niepodwa-
zalne aksjomaty, aczkolwiek nie zawsze sg poddawane krytycznej re-
fleksji. Wéréd nich wystepuje wypowiedZ gloszaca, ze nie jest mozliwe
wykazywanie nieistnienia jakiego$ obiektu, mozna jedynie wykazywac,
wzglednie dowodzié, jego istnienie. Innymi stowy przyjmuje sie za stuszne
stanowisko gloszace wystepowanie w wypowiedziach majacych zwtasz-
cza walor $wiatopogladowy jedynie twierdzen o istnieniu, a wiec istnienie
twierdzen o istnieniu, nieistnienie zas twierdzen o nieistnieniu. Uwaza sig,
ze wspomniany punkt wyjscia nie budzi zadnych rozsadnych watpliwosci,
jest niepodwazalny.

Celem tego artykulu jest przeanalizowanie zasygnalizowanego zagad-
nienia na przykladzie zdan z zakresu matematyki. W dalszych czeSciach
opracowania zajmiemy si¢ powyzszym zagadnieniem takze w odniesie-
niu do nauk przyrodniczych, jak i spolecznych. W przypadku matema-
tyki, bedacej najprostsza logicznie nauka!, problem nas interesujacy daje
sie stosunkowo tatwo przedstawié, a wiec zaréwno precyzyjnie wypowie-
dzieé, jak tez zrozumiale wyrazi¢ jego istote oraz rozwiazanie.

1. Rozpoczniemy nasze rozwazania od prostych przyktadow wypowie-
dzi, ktére stwierdzaja istnienie pewnych obiektéw. Oto sformutowania
zaczerpniete z podrecznikéw matematyki wyzszej?.

*UWAGA: Tekst zostal zrekonstruowany przy pomocy $rodkéw automatycz-
nych; mozliwe sa wiec pewne bledy, ktérych sygnalizacja jest mile widziana
(obi@opoka.org). Tekst elektroniczny posiada odrebng numeracje stron.

IWzglednie jak inni wola: jezykiem nauki, zwlaszcza fizyki.

2Zob. W. Sierpiniski, Zasady algebry wyzszej, Warszawa—Wroctaw 1946; W. Sier-
pinski, Arytmetyka teoretyczna, Warszawa 1968%; S. Balcerzyk, Wstep do algebry
homologicznej, Warszawa 1970; K. Kuratowski, Rachunek rézniczkowy i calkowy.
Funkcje jednej zmiennej, Warszawa 19673; H. Rasiowa, Wstep do matematyki wspél-
czesnej, Warszawa 1968.



2 Mieczyslaw LUBANSKI

(1) Istnieja liczby algebraiczne kazdego naturalnego stopnia.
(2) istnieja liczby rzeczywiste, ktére nie sg liczbami algebraicznymi.

(3) Istnieje kat, ktéry mozna zbudowaé za pomoca jedynie cyrkla i li-
nialu, lecz ktérego nie mozna jedynie za pomoca cyrkla i liniatu
podzieli¢ na 3 réwne czesci.

(4) Dla kazdej liczby naturalnej istnieje liczba pierwsza od niej wiek-
sza.

(5) Dla kazdej liczby rzeczywistej dodatniej a i kazdej liczby naturalne;
m istnieje jeden i tylko jeden pierwiastek arytmetyczny stopnia m
z liczby a.

(6) Dla kazdego zbioru X istnieje (lewy) R—modul wolny, ktérego baza
jest zbiér X.

(7) Niech funkcja f bedzie ciagta w przedziale domknietym [a, b] 1 r6z-
niczkowalna wewnatrz tego przedziatu. Jezeli f(a) = f(b), to ist-
nieje takie ¢, ze a < ¢ < b oraz f’(c) = 0.

(8) W kazdym niepustym zbiorze liczb naturalnych istnieje liczba naj-
mniejsza.

W matematyce orzeka sie wiec o istnieniu pewnych obiektow i do-
wodzi ich istnienia. Innymi slowy w matematyce istnieja twierdzenia
o istnieniu pewnych tworéw matematycznych.

2. A teraz zanotujmy kilka przyktadéw wypowiedzi orzekajacych nie-
istnienie pewnych obiektéw. Zostaly one takze zaczerpniete z podreczni-
kéw matematycznych?.

(A) Nie istnieje ciag nieskoficzony, ktéry by zawieral kazda liczbe rze-
czywista.

(B) Nie istnieje zbiér wszystkich zbioréw.
(C) Nie istnieje zbidr wszystkich liczb porzadkowych.

(D) Jezeli n jest liczba naturalna wieksza od 2, to réwnanie 2™ + y" =
Z™ nie ma rozwiazan w liczbach naturalnych z,y, 2.

3Zob. W. Sierpinski, Arytmetyka teoretyczna, Warszawa 1968*; K. Kuratowski,
Wstep do teorii mnogosci i topologii, Warszawa 19777; K. Borsuk, Theory of retracts,
Warszawa 1967.
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(E) Jezeli n jest liczba naturalng wieksza od 1, to réwnanie z™ + y" =
2™ nie ma rozwigzan w liczbach pierwszych z, vy, z.

(F) Zadna liczba naturalna postaci 4k + 3 nie jest suma kwadratéw
dwdch liczb catkowitych.

(G) Zaden cigg nieskoficzony nie moze mieé¢ dwéch réznych granic.
(H) Brzeg kuli euklidesowej n—wymiarowej nie jest jej retraktem.

Podane przyklady upowazniaja do stwierdzenia orzekajacego, ze
w matematyce wypowiada sie tezy o nieistnieniu pewnych obiektow,
a takze dowodzi sie ich. Innymi slowy istnieja w matematyce twierdzenia
o nieistnieniu pewnych tworéw matematycznych.

3. Zaprezentowane przyktady stanowia wystarczajaca przestanke do
poddania w watpliwosé zasygnalizowanego na poczatku artykutu ogol-
nego stwierdzenia gloszacego niemozliwo$¢ wykazywania nieistnienia
pewnych obiektéw. Nie moze byé stuszna teza w calej swej rozciaglo-
$ci, skoro juz w matematyce sytuacja przedstawia sie inaczej, niz ona
orzeka. Jezeli wspomniana teza bytaby stuszna w zakresie problema-
tyki o charakterze filozoficzno—$wiatopogladowym, to nalezatoby tego
dowies¢. I dopiero wowczas z niej korzystac.

4. Aczkolwiek problem sam w sobie rozwazany na terenie matematyki
przedstawia sie jednoznacznie i znajduje tu tatwe rozwiazanie, to jednak
inspiruje do dalszych, jak sie zdaje, interesujacych rozwazan, ktérymi
teraz sie zajmiemy.

Zauwazmy najpierw, ze zaréwno wsrod wypowiedzi orzekajacych ist-
nienie pewnego obiektu (nazwijmy je wypowiedziami ,pozytywnymi”),
jak tez wypowiedzi o nieistnieniu jakiego$ obiektu (nazwijmy je wypo-
wiedziami ,negatywnymi”) daja sie wyrézni¢ wypowiedzi o charakterze
jawnym, jak tez niejawnym. Do pierwszej grupy naleza zdania (1)—(3)
oraz (A)—(C), do drugiej natomiast stwierdzenia pozostale, a wiec (4)—(8)
sposréd wypowiedzi ,pozytywnych” oraz (D)—(H) sposréd wypowiedzi
Lyhegatywnych”.

Nastepnie spostrzegamy bez trudu, ze kazda wypowiedz ,pozy-
tywna” moze zostaé przeredagowana na wypowiedz ,negatywna’ i od-
wrotnie. W pewnych przypadkach kazda redakcja bedzie tak samo ,do-
bra”, w innych wspomniane przeredagowanie bedzie mieé¢ charakter dosé
sztuczny?®. Najczeéciej twierdzenia sa formulowane w postaci ,,pozytyw-
nej”, gdyz sa odpowiedziami na pytania o istnienie. Formutuje si¢ wa-

40to przyktady mozliwych redakcji wymienionych wyzej twierdzen:
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runki, ktére wystarczaja, wzglednie sa konieczne, do stwierdzenia istnie-
nia interesujacego nas obiektu. Ogdlnie mozna powiedzie¢, ze badacza
interesuja pewne zagadnienia, ktorych rozwiazanie ujmuje w formie wy-
powiedzi o charakterze ,,pozytywnym”, wzglednie ,negatywnym”, w za-
leznosci od naturalnego sposobu ich sformutowania. Nie jest rzecza latwa
Scisle okreslié¢, co sie rozumie przez naturalny sposéb formulowania pro-
blemu. Kazdy badacz w okreslonej dziedzinie rozumie powyzszy zwrot
ze swego wlasnego doswiadczenia. Mozemy wiec poprzesta¢ na tym spo-
strzezeniu i uznaé¢ rozwazany zwrot za zrozumialy.

(1-)

Nie istniejg liczby naturalne, ktére nie bylyby stopniami pewnych liczb alge-
braicznych.

Nie istnieje ciag nieskonczony liczb algebraicznych, ktory by zawieral wszystkie
liczby rzeczywiste.

Nie istnieje taki cigg operacji wykonanych przy pomocy linijki i cyrkla, ktéry
by prowadzil do zbudowania dowolnego kata i jego trysekcji.

Nie istnieje najwigksza liczba pierwsza.

Nie istnieje taka liczba rzeczywista dodatnia a, wzglednie taka liczba natu-
ralna m, aby nie istnial dokladnie jeden pierwiastek arytmetyczny stopnia m
z liczby a.

Nie istnieje taki zbiér X, aby nie istnial (lewy) R—-modul, ktérego baza byltby
zbiér X.

Nie istnieje funkcja ciaglta w przedziale domknietym oraz rézniczkowalna we-
wnatrz tego przedzialu i przyjmujaca te sama wartosé na krancach przedziatu,
ktérej pochodna w kazdym punkcie wewnetrznym tego przedziatu bylaby rézna
od zera.

Nie istnieje niepusty zbidr liczb naturalnych, w ktérym nie bytoby liczby naj-
mniejszej.

Dla kazdego ciagu istnieje liczba rzeczywista, ktéra do niego nie nalezy.
Istnieje taka klasa zbioréw, ktéra nie jest zbiorem.

Dla kazdego zbioru liczb porzadkowych istnieje liczba porzadkowa wigksza od
kazdej z liczb tego zbioru.

Kazde rozwigzanie réwnania z™ + y™ = 2™ (dla n > 2) zawiera co najmniej

jeden pierwiastek niecatkowity.

Kazde rozwigzanie réwnania z" + y™ = 2™ (dla n > 1) zawiera co najmniej
jeden pierwiastek nie bedacy liczba pierwsza.

Kazda suma kwadratéw dwu liczb calkowitych jest liczba catkowita rézna od
liczb postaci 4k + 3.

Istnieje co najwyzej jedna granica dowolnego ciaggu nieskonczonego.

Kazda retrakcja kuli euklidesowej n—wymiarowej daje w wyniku zbiér rézny
od brzegu danej kuli.
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5. Wspomnijmy jeszcze o trzech klasycznych zagadnieniach pocho-
dzacych ze starozytnosci, a tyczacych sie rozwazanego problemu. Mamy
na my$li zagadnienie kwadratury kota, trysekcji kata oraz podwojenia
szescianu. W zagadnieniach tych idzie o to, czy majac dane koto, wzgled-
nie kat, czy tez szescian, mozna przy pomocy jedynie linijki i cyrkla zbu-
dowa¢ kwadrat o polu réwnym polu danego kola, wzglednie podzieli¢ kat
na 3 przystajace do siebie katy, czy tez zbudowaé sze$cian o objetosci
2 razy wiekszej od objetosci szeScianu pierwotnego. Zagadnienia te po-
stawione w glebokiej starozytnosci (jeszcze przed Euklidesem, (ok. 365
— ok. 300)) doczekaly sie negatywnego rozwiazania stosunkowo bardzo
niedawno, mianowicie pierwsze z nich dopiero pod koniec XIX wieku, za$
pozostale dwa w latach trzydziestych XX wieku. A zatem nie jest rzecza
mozliwa przy pomocy linijki oraz cyrkla zbudowaé¢ kwadrat o polu réw-
nym polu danego kota, nie jest mozliwa pod wymienionymi warunkami
trysekcja dowolnego kata, nie jest tez mozliwe podwojenie szescianu.
Innymi stowy nie istnieje skoniczony ciag operacji wykonanych przy po-
mocy linijki i cyrkla, ktére by w rezultacie doprowadzily do zbudowania
odcinka bedacego bokiem zadanego kwadratu, daty w wyniku trysekcje
dowolnego kata, pozwolily zbudowaé bok zadanego szescianu. Sa to nie-
watpliwie twierdzenia o nieistnieniu pewnych czynnosci, ktére by daty
w efekcie pozadany wynik. Historia poucza, ze ten potrdjnie negatywny
wynik otrzymano po wielu latach od chwili postawienia problemu®. Byé
moze Swiadczy to o tym, ze zagadnienia, ktore maja rozwiazanie nega-
tywne sa trudniejsze w poréwnaniu z zagadnieniami majacymi rozwia-
zanie pozytywne.

6. W zwiazku z powyzsza uwaga nalezy przypomnie¢ historie od-
noszaca sie do préb udowodnienia tzw. piatego aksjomatu Euklidesa.
Wielokrotne proby udowodnienia go w oparciu o pozostate aksjomaty
nie powiodly sie. Doprowadzilo to w koncu do przekonania o niezalez-
noéci rozwazanego aksjomatu od pozostalych. A jedli tak, to otworzyla
si¢ droga do wzbogacenia systemow geometrii. Jak wiadomo powstaty
geometrie nieeuklidesowe. Negatywny wynik préb udowodnienia piatego
aksjomatu przyniést ze soba w efekcie skonstruowanie nowych rodza-
jOw geometrii, poszerzenie terminu geometria. A wiec dal rezultat pozy-
tywny. Wyrazajac sie nieco paradoksalnie mozna by powiedzieé, ze nie-
istnienie dowodu piatego aksjomatu przyniosto istnienie nowych typéw
geometrii, z nieistnienia wyniklo istnienie. I to istnienie nowego rodzaju

5Por. Historia matematyki, pod redakcja A. P. Juszkiewicza, Tom 1, Warszawa,
1975, 90-94 oraz W. Sierpinski, Zasady algebry wyzszej, Warszawa—Wroctaw 1946,
241-253.
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rzeczywistosci matematycznej, jej istotne poszerzenie. Geometrie nieeu-
klidesowe nie mieszcza sie w schemacie starej geometrii euklidesowe].

Przyktad ten wykazuje, ze negatywne rozwiazanie pewnego problemu
moze przyniesé¢ ze soba konieczno$¢ szerszego spojrzenia oraz poszerze-
nia tej rzeczywistosci, w ramach ktoérej uprawiamy badania. Wydaje sie,
ze ten wynik nalezy oceni¢ jako niewatpliwy pozytyw pewnego przynaj-
mniej rodzaju twierdzen o nieistnieniu. Nie wida¢ wiec racji, dla ktorej
trzeba by bylo przeciwstawiaé si¢ mozliwosci istnienia twierdzen o nie-
istnieniu. Przeciwnie, moga one by¢ traktowane jako podstawa dla bo-
gatszego opisu swiata, w ktérym zyjemy. O rzeczywistosci, jej réznych
postaciach, nie mozna z géry dekretowaé, a jedynie usilowaé dobrze ja
poznawaé, nieustannie kontrolujac nasze koncepcje z obiektywnym sta-
nem rzeczy.

7. Zilustrujmy wyrazone przed chwila mysli na jednym, jeszcze pro-
stym przyktadzie. Rozwazmy réwnanie kwadratowe postaci 2% + 1 = 0.
Rozwigzujac je formalnie otrzymamy: z; = /—1, zo = —/—1. Jezeli
znamy jedynie liczby rzeczywiste, to wéwczas powiemy, ze powyzsze réw-
nanie nie ma rozwiazan. Nie istnieje bowiem pierwiastek kwadratowy
z minus jednosci. Innymi stowy mamy tu do czynienia z twierdzeniem
o nieistnieniu. I otéz jezeli zdecydujemy si¢ na wprowadzenie nowych
liczb, rozpatrujac /—1 jako jedna z nich, to uzyskujemy wzbogacenie na-
szego zakresu dotychczasowego i zarazem rozwiazalno$é wspomnianego
rOwnania. Zauwazmy, ze nieistnienie pierwiastka kwadratowego z minus
jednoéci w zakresie liczb rzeczywistych moze by¢ sformutowane w po-
staci ,,pozytywnej” w taki np. sposob: kwadrat kazdej liczby rzeczy-
wistej jest nieujemny. Konsekwentnie pierwiastek kwadratowy istnieje
tylko dla liczby zero oraz liczb dodatnich. Historia poucza, ze mysl na-
ukowa poszla wskazana droga. Wspomniane poszerzenie dziedziny badan
matematycznych, jak dobrze wiadomo, przyniosto ze soba teorie liczb ze-
spolonych. Nalezy zwrdci¢ uwage, ze obie nazwy: liczby rzeczywiste oraz
liczby zespolone nie sa ,szczedliwe”. Moga nasuwaé niewlasciwe intuicje
odnosénie do ,natury” obu rodzajéw liczb. Ze $cisle logicznego punktu
widzenia liczby zespolone sa tak samo ,rzeczywiste”, jak liczby rzeczy-
wiste. I jedne i drugie stuza jako wygodne narzedzia badan w naukach
o przyrodzie.

8. Dla pelnoéci rozwazan wspomnijmy jeszcze o sposobach for-
mulowania w matematyce probleméw. Ograniczymy sie do jednego
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tylko dzialu matematyki, topologii. Oto przyktady kilku probleméw
otwartych®:

(1) Cgzy istnieje retrakt absolutny otoczeniowy wymiaru n > 3, ktéry
nie zawiera zadnego dysku?

(2) Czy dla kazdego n = 1,2, ... istnieje n—wymiarowy retrakt abso-
lutny, ktéry nie zawiera si¢ topologicznie w przestrzeni euklideso-
wej (2n — 1)—wymiarowej?

(3) Czy dla kazdego retraktu absolutnego otoczeniowego X istnieje
wieloscian P, ktéry by mial ten sam typ homotopii co X7

(4) Czy dla kazdego wieloScianu P istnieje wielodcian tego samego typu
homotopijnego, ktory bytby prawostronnym r—sasiadem P?

(5) Czy istnieje wielocian, ktéry bylby osiagalny ze strony lewej (pra-
wej) przez ciag wielo$cianéw?

(6) Czy istnieje przestrzen sferoidalna tréjwymiarowa, ktéra nie by-
taby sfera?

Widoczne jest tu stawianie pytan w odniesieniu do istnienia pewnych
tworéow matematycznych. Postawione pytania nie wykluczaja odpowie-
dzi negatywnej. Stawiajacy pytanie liczy sie z tego rodzaju mozliwoscia.
Innymi stowy dopuszcza udowodnienie twierdzen o nieistnieniu pewnych
obiektow. Gdyby tak nie bylo, to sformutowanie probleméw przyjmowa-
toby posta¢ np. tego rodzaju: wykazaé, ze istnieje twor matematyczny
o takich to a takich wlasnosciach.

PrzytoczyliSmy kilka jedynie przyktadéw probleméw otwartych
z dziedziny topologii. Pomijamy inne dzialy matematyki, aby nie nuzy¢
sformulowaniami zbyt specjalistycznymi. Wydaje sie, ze podane przy-
ktady ilustruja wystarczajaco zagadnienie bedace przedmiotem naszych
rozwazan.

9. WspomnieliSmy wyzej (p. 4), ze formulowanie twierdzen mate-
matycznych w odniesieniu do problemu istnienia, wzglednie nieistnie-
nia, pewnych obiektéw moze przyjmowaé jedna z dwu postaci ,pozy-
tywna” badZ ,negatywna’. W niektorych przypadkach oba sformutowa-
nia prezentuja sie jako tak samo ,dobre”. Trik jest w odniesieniu do tezy
(4). Naturalnie brzmi twierdzenie: ,Dla kazdej liczby naturalnej istnieje

SPrzyklady zostaty zaczerpnigte z monografii: K. Borsuk, Theory of Retracts, War-
szawa 1967.



8 Mieczyslaw LUBANSKI

liczba pierwsza od niej wigksza”, jak tez: ,Nie istnieje najwieksza liczba
pierwsza”. W innych przypadkach wlasciwe wydaje sie¢ jedno tylko ze
sformutowan. A wiec naturalnie brzmi sformulowanie: ,Istnieja liczby
algebraiczne kazdego naturalnego stopnia”, zas dos¢ sztucznie: ,Nie ist-
nieja liczby naturalne, ktére nie bylyby stopniami pewnych liczb algebra-
icznych”. Podobnie ,,przyjemniej” brzmi sformulowanie: ,Zadna liczba
naturalna postaci 4k + 3 nie jest suma kwadratéw dwoch liczb catkowi-
tych” w poréwnaniu do ,,Kazda suma kwadratéw dwu liczb calkowitych
jest liczba calkowita rézna od liczb postaci 4k + 37. Przykladow tego
rodzaju sytuacji mozna podawaé wiele. Nasuwa sie w naturalny sposéb
pytanie jaka jest ,ostateczna” przyczyna omawianego stanu rzeczy. Wy-
daje sie, ze nie potrafi tego wytlumaczyé sama strona czysto jezykowa,
czysto syntaktyczna. Niezbedne jest odwotanie sie do aspektu seman-
tycznego, inaczej do relacji wiazacej jezyk z rzeczywistoscia, o ktorej on
orzeka. Powiedziane przed chwila stanowi jedynie sugestie. Problemem
otwartym pozostaje udzielenie pelnej odpowiedzi na zasygnalizowane py-
tanie. W p. 4 méwilidmy, ze ,naturalny sposob sformutowania problemu”
decyduje o adekwatnosci ,,pozytywnej” wzglednie ,negatywnej” postaci
odpowiedzi. Nie negujac uwagi tam wypowiedzianej, w tym miejscu sta-
wiamy pytanie dalsze tyczace sie ,natury”, czy tez ,istoty” wspomnia-
nego ,naturalnego sposobu formulowania zagadnienia”. Sygnalizujemy
jedynie ten problem, ktérego rozwazenie daleko wykracza poza ramy
obecnego opracowania.

10. Blizsze przyjrzenie sie wystepujacym w matematyce twierdzeniom
o istnieniu oraz nieistnieniu, czy tez stwierdzeniom postaci ,,pozytywnej”
oraz ,negatywnej”, prowadzi w bardzo naturalny sposéb do problemu
istnienia. Co znaczy w matematyce istnie¢? Jakimi metodami mozna
wykazywaé istnienie, wzglednie nieistnienie, jakiegos obiektu? Co sta-
nowi wystarczajaca podstawe dla postulowania istnienia nowych tworéw
matematycznych? Czym jest ograniczona mozliwosé poszerzania dzie-
dzin istnienia przedmiotéw matematycznych? Wyraznie widoczne jest
tutaj powiazanie zachodzace miedzy rozwazana przez nas problematyka
a zagadnieniem istnienia. Problem ten jest niewatpliwie interesujacy, jed-
nakze wcale nie tatwy i wart z pewnoscia oddzielnych badan.

luty 1980 r.
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