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W MATEMATYCE

1. Fenomen nauki stal sie w XX wieku przedmiotem powaznej refleksji
filozoficznej, a do czolowych przedstawicieli tego kierunku myslenia zalicza
sic K. Poppera, T. S. Kuhna, 1. Lakatosa i P. K. Feyerabenda'. Rzadko
sie zdarza, by my$l filozoficzna zostala tak szybko podjeta i znalazla tak
gleboki oddzwigk jak to sie stalo z teza K. Poppera o falsyfikacjonizmie
teorii naukowej?, paradygmatem Kuhna rewolucji naukowych? czy nauka
jako programem w sensie Lakatosa®.

Celem tego artykutu jest przypomnienie mniej znanej koncepcji filozofa
francuskiego G. Bachelarda i zilustrowanie jej przyktadami z matematyki.

2. W swoim podstawowym dziele epistemologicznym G. Bachelard tak
pisze: , Kiedy bada sie psychologiczne uwarunkowania postepu naukowego,
dochodzi sie do przekonania, ze problem poznania naukowego nalezy defi-
niowaé w terminach przeszkdd [podkr. autora]. I nie chodzi tu o rozwazanie
przeszkdéd zewnetrznych, jak zlozonosé czy ulotnosé zjawisk, ani o obwi-
nianie zmystéw czy ludzkiego umystu: to w samym akcie poznania, w jego
wnetrzu, pojawia sie, jako pewien rodzaj funkcjonalnej koniecznosci, powol-
nos¢ i zamet. Tam wladnie znajdujemy przyczyny stagnacji, a nawet regresu
i tam odkryjemy przyczyny bezwltadu, ktore nazwiemy przeszkodami episte-
mologicznymi [podkr. moje — R.D.]. [...] Praypominajac przeszte btedy, od-

*UWAGA: Tekst zostal zrekonstruowany przy pomocy srodkéw automatycznych; moz-
liwe sg wigc pewne bledy, ktérych sygnalizacja jest mile widziana (obi@opoka.org). Tekst
elektroniczny posiada odrebna numeracje stron.

1Por. A. F. Chalmers, Wege der Wissenschaften, Einfihrung in die Wissenschaftsthe-
orie, Springer, 1986; M. Heller, Filozofia nauki. Wprowadzenie, OBl — Wydawnictwo
Naukowe PAT, Krakéw 1992.

2K. Popper, Logika odkrycia naukowego, PWN, Warszawa 1977.

3T. S. Kuhn, Struktura rewolucji naukowych, Warszawa 1986.

41. Lakatos, Proofs and refutations. The logic of mathematical discovery, Cambridge
Univ. Press, 1976.
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najduje sie prawde w prawdziwej skrusze intelektualnej. W istocie poznaje
sie wbrew poznaniu, burzac poznanie zle dokonane i przezwyciezajac to, co
w samym umyéle stanowi przeszkode dla ducha”®.

Bachelard nie okresla przeszkody epistemologicznej blizej, jednakze
z dalszych jego wywodow i przykladéw staje sie jasne, ze nie chodzi tu
o trudno$é jaka stawia otwarte pytanie w ramach jakiejs teorii czy meto-
dologii, ale o bariere, jaka stwarza sama teoria czy metodologia, przyjety
w niej sposob traktowania problemu czy jego rozumienia. Z reguly bariera
ta jest nieuswiadamiana: osiagniety poziom wiedzy, przyswojone metody,
przyjete zalozenia tak dominujg sposéb widzenia, ze nie dostrzega sie no-
wych wyzwan, probleméw, horyzontéw, istniejace za$ trudnosci probuje sie
przezwyciezaé¢ droga nawarstwiania komplikacji. Jest to zatem takze bariera,
bez przezwyciezenia ktorej niemozliwe jest uzyskanie dobrej odpowiedzi na
istotnie nowy problem, a w konsekwencji niemozliwy jest dalszy rozwdj.
Przetamanie i przezwyciezenie takiej przeszkody odbywa sie przez jej od-
rzucenie lub wchtoniecie przez inny, ogdlniejszy punkt widzenia.

Nazwa ,przeszkoda epistemologiczna” wydaje sie zbyt szeroka, nie jest
to bowiem jakakolwiek przeszkoda, na jaka natrafia nasze poznanie (co suge-
ruje nazwa), ale przeszkoda specyficzna, wynikajaca z paralizujacego dzia-
lania nagromadzonej wiedzy, ktorej warto$é¢ i zakres obiecuja odpowiedz,
jakiej w istocie wiedza ta nie jest w stanie dostarczyé¢. Wiedza ta jest jak
mienigca sie bogactwem krysztalowa kula, stanowiaca swiat zamkniety i sa-
mowystarczalny, i nieSwiadoma tego, ze za jej idealna powloka sa jeszcze
inne $wiaty. Z tego punktu widzenia bardziej trafna wydaje sie nazwa prze-
szkoda nagromadzonej wiedzy albo przeszkoda ograniczonego horyzontu. Nie
proponujemy jednak tej zmiany, nazwa ,,przeszkoda epistemologiczna” bo-
wiem juz si¢ przyjeta.

3. Pojecie przeszkody epistemologicznej nie doczekato si¢ powaznych ba-
dan, a zatem nie tylko nie istnieje katalog takich przeszkdd, czy chocby
tylko lista ich propozycji, ale kazda konkretna hipoteza moze si¢ niektd-
rym wydaé watpliwa. Naszym zdaniem pojecie to dobrze si¢ jednak wpisuje
w nurt rozwazan Poppera, Kuhna, Lakatosa i innych. Pokazemy, ze rzuca
ono interesujgce $wiatlo takze na dzieje matematyki. Scidlej, podejmujemy
w tym artykule prébe przedstawienia niektérych ograniczen w rozwoju ma-
tematyki, ktére — naszym zdaniem — dobrze sie ttumacza jako przeszkody

5G. Bachelard, La formation de l’esprit scientifique, Librairie Philosophique J. Vrin,
Paris 1989.
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epistemologiczne w sensie Bachelarda, a takze odniesiemy koncepcje Bache-
larda — na obszarze matematyki — do koncepcji Poppera i Kuhna.

Przeszkody epistemologiczne najlatwiej okresla¢ ex post, kiedy znamy
nie tylko stan ducha (teorii, metodologii, sposobu pojmowania) przed zmia-
nami, ale i to, co nastapilo potem oraz wzajemny stosunek obu: parali-
zujace dzialanie przeszkody i jej przetamanie. Uwage skupimy zatem na
przejéciach: miedzy matematyka przed—grecka (egipska i babilonska) a ma-
tematyka grecks oraz miedzy ta ostatnia a matematyka nowozytna. Nie
bedziemy omawiaé¢ przeszkdd epistemologicznych matematyki nowozytne;j.

4. W najstarszych kulturach historycznych, tych mianowicie, ktére zro-
dzity sie¢ w dolinach Nilu oraz Tygrysu i Eufratu, matematyka pojawia sie
od razu w postaci rozwinietej, hermetycznej wiedzy. Postaé¢ ta jest inna
w Egipcie, inna w Dwurzeczu, jednakze zakres tej matematyki i jej poziom
w obu kulturach sg imponujace®. W Dwurzeczu, na dwa tysiace lat przed
Chr., wystepuje szeé¢dziesiatkowy system zapisywania liczb i wysoka tech-
nika rachunkowa, ktorej wyrazem sa tablice mnozen i odwrotnosci, poteg
kwadratowych i szedciennych, pierwiastkéw kwadratowych i szeSciennych.
Sa tez tablice intrygujace, jak Plimpton 322 z wykazem kilkunastu tréojek
pitagorejskich”. Rozpatruje sie problemy rachunkowe prowadzace do réwnan
liniowych i kwadratowych, a nawet niektorych szesciennych oraz problemy
geometryczne zwigzane z obliczaniem pdl i objetosci réznych figur i bryt.
Podobnie w Egipcie, cho¢ tam zapis liczbowy i technika rachunkowa byty
bardziej (w poréwnaniu z babilonska) prymitywne.

Mimo tego stosunkowo wysokiego poziomu, zaréwno matematyka egip-
ska jak babilonska wygladaja jak dzisiejsze ksiazki kucharskie: sg zbiorami
sposobéw rozwiazywania konkretnych zadan, objasnianych na konkretnych
liczbach czy figurach, bez sladu ogdlnych symboli, ogdlnych pojeé czy ogdl-
nych wskazowek, nie méwiac o definicjach, twierdzeniach i dowodzeniach.

5. Najbardziej rzucajacym sie w oczy typem przeszkody epistemologicz-
nej jest przeszkoda notacyjna, kiedy to przyjety sposéb notacji i uzyskana
w nim biegloéé¢ nie pozwalaja dostrzec ograniczen tego sposobu.

SPor. B. L. van der Waerden, Erwachende Wissenschaft, Birkhiuser, 1966; O. Neuge-
bauer, The exact sciences in antiquity, Providence, Rh. 1., 1957; K. Vogel, Vorgriechische
Mathematik, 2 tomy, 1958-59; H. Gericke, Mathematik in Antike und Orient, Springer,
1984.

"Interesujace analizy tej tabliczki podajg: B. L. van der Waerden, Erwachende..., op.
cit.; A. Aaboe, Matematyka w starozytnosci, Wspoltczesna Biblioteka Naukowa Omega,
PWN, Warszawa 1968.
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Przykladem takiej przeszkody notacyjnej jest egipski sposoéb zapisywa-
nia liczb naturalnych, w ktérym kolejne potegi liczby 10 wyrazaly sie osob-
nymi znakami, a metody rachunkowe opieraly si¢ na podwajaniu i dodawa-
niu, np. 2074 - 5 liczono tak:

2074 1 «
4148 2
8296 4 «— suma 10 370

Osobliwoscia tego systemu byly tzw. ulamki egipskie, to jest ulamki
z licznikiem 1, co zapisujemy, zgodnie z sugestywna notacja Neugebauera®,
jako m (= 1/n), przy czym wynik musial sie wyraza¢ suma takich utamkéw
o réznych mianownikach. Przyjeta technika podwajania oznaczala, ze trzeba
byto umieé¢ zamieniaé liczby 2 -7 na sume réznych utamkoéw egipskich. I rze-
czywiscie, cata jedna strona papirusu Rhinda jest tablica liczb 2 -7 dla n
nieparzystych od 3 do 101, np. 2-97 = 56 679 776 °.

W tym $wiecie nie bylo potrzebne zero, nie bylo ulamkéw k/n (poza
jedynym wyjatkiem 2/3), a technika rachunkowa byla do$¢ prymitywna.
7 dalszej perspektywy ograniczenia byly wiec duze, ale nieu$wiadamiane:
byt to $wiat zamkniety, w pelni zaspokajajacy potrzeby Egipcjan, samo-
wystarczalny intelektualnie. Nic wiec dziwnego, ze bez wigkszych zmian
przetrwal kilka tysiecy lat, a jego Slady w postaci techniki zwanej duplatio
(podwajanie) beda widoczne jeszcze w Sredniowiecznej Europie.

6. Przeszkode moze stanowié¢ takze brak stosownej notacji, kiedy wyste-
puja juz potrzeby, ale nie mozna im nada¢ odpowiedniego wyrazu. Dobitnym
przykladem takiej przeszkody byty trudnosci, jakich doznawali matematycy
greccy 1 arabscy, a nawet jeszcze i europejscy do XVII wieku, przy probach
ogollniejszego traktowania réwnan algebraicznych. Wprowadzenie i opano-
wanie prostych znakéw algebraicznych jak 4+ (suma), — (minus, odejmo-
wanie), - (iloczyn), —— (kreska ulamkowa), = (réwno$¢) itp. trwalo kilka
wiekéw i bylo przyktadem bolesnego pokonywania przeszkody, nie bylta to
jednak przeszkoda epistemologiczna w sensie Bachelarda.

7. Poréwnujac matematyke babilonska i egipska z matematyka grecka
dostrzegamy zasadnicza réznice jakosciowa miedzy oboma. W tej pierwszej,
babilonskiej i egipskiej, traktaty matematyczne sa zbiorami konkretnych za-

80. Neugebauer, The ezact sciences..., op.cit.

9Por. B. L. van der Waerden, Erwachende..., op. cit.; A. H. Chace, The Rhind Ma-
thematical Papyrus, Mathematical Association of America, Oberlin — Ohio, 2 tomy,
1927-1929.
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dan wraz z rozwigzaniami stuzacymi konkretnym zagadnieniom praktycz-
nym takim jak pomiary pél i obliczanie danin, prace inzynierskie, gospo-
darka spichlerzami, obrét finansowy, obliczanie kalendarza itp. Jak pisal
S. Kulczycki: ,Nie popelnimy chyba omylki uznajac ekspozycje matema-
tyczna znajdujaca sie w papirusach egipskich czy tabliczkach babilonskich
za pierwsze stadium rozwoju naukowego, stadium, w ktérym my$l logiczna
znajduje swoj wyraz w uporzadkowaniu i doborze wyodrebnionych poszcze-
gblnych czynnosci i nie odczuwa potrzeby jakichkolwiek dodatkowych uzu-
pelnient podanych ustnie czy na pismie” 10,

Przejscie od tego stadium do takiego, w ktérym pojawiaja sie juz owe
yuzupelienia” w postaci ogélnych objasnien i wskazéwek postepowania,
widocznych w matematyce greckiej, wymagalto przetamania bardzo trudne;j
przeszkody epistemologicznej, ktora najstuszniej bedzie nazwaé przeszkoda
konkretu.

Jak kucharzowi nie sa potrzebne &ciste okredlenia uzywanych przezen
surowcéw, ich stanu i czynnosci, jakie nalezy na nich wykonaé¢ (por. po-
lecenia ,weZ szczypte soli”, ,smaz do zarumienienia” itp.), a prébe taka
poczytywalby zapewne za $émieszna i niepotrzebna, tak i starozytnemu ma-
tematykowi wystarczalo intuicyjne, nabyte od swego mistrza, rozumienie
pojec takich jak tréjkat, koto, pole, walec, stozek, objetosé itp. On wiedzial
co to jest tréjkat czy walec tak jak kucharz wie co to jest udziec czy maka.
Wiedza ta byta operacyjna, pozwalata bowiem na swobodne obchodzenie si¢
z tréjkatem czy walcem, np. obliczanie jego pola czy objetosci, i dawala wy-
niki subiektywnie pewne. Co wiecej, wiedza ta byla przekazywalna, a sposéb
przekazu — przez przerabianie duzej ilodci zadan (por. praktyke kuchar-
ska) — mial duze walory dydaktyczne. ,Do$wiadczenie pedagogiczne uczy,
ze do umystow wielu ludzi, zwlaszcza mlodziezy, latwiej trafiaja regulty wy-
tuszczone na konkretnych przyktadach, wyraznie wskazujace czynnosci jakie
nalezy wykona¢ i ich porzadek. I co wiecej, przystuchujac sie jak kilkunasto-
letni chlopiec przedstawia koledze pewng teorie, przekonujemy sie, ze idzie
w Slady swych starozytnych nauczycieli i komenderuje: dodaj, pomnéz itd.
Opis czynnosci toruje sobie droge do gléow, a objasnienia ujete naukowym
jezykiem odczuwane sg jako zawada, a nie jako pomoc” !,

Jedli wzia¢ nadto pod uwage, ze zaréwno matematyka babilonska jak
egipska wypracowaly wlasne systemy notacyjne (zapis klinowy, pismo hie-

108, Kulczycki, Z dziejéw matematyki greckiej, PWN, Warszawa 1973, str. 22.
1bidem, str. 21.
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roglificzne), to latwo zdaé sobie sprawe, ze stworzyly wlasne $wiaty intelek-
tualne, zamkniete, nieprzenikliwe i samowystarczalne.

8. Ograniczenia tych $wiatéw najlepiej sa widoczne z perspektywy ma-
tematyki greckiej. Wskazmy niektore z nich.

(a) Brak pojeé ogdlnych. Wszystko bylto konkretne, opisane jakas miara
liczbowa — dtugosé, kat, pole itp. — i do konkretu zmierzato. Wobec braku
ogblnego pojecia tréjkata i pojecé dalszych jak podstawa trojkata, kat w tréj-
kacie itp. niemozliwe byto, na przyktad, zdanie ,w trdjkacie réwnoramien-
nym katy przy podstawie sa réwne” 2 i takich zdan w matematyce babilon-
skiej nie bylo, takie zdania wykraczaly poza jej horyzont myslowy.

(b) Brak definicji, w procesie definiowania bowiem jedno pojecie ogdlne
okredla si¢ przez inne pojecia ogdlne, a tych nie byto.

(¢) Uzasadnianie opieralo sie na przyblizonej zgodnosci uzyskiwanych
wynikéw z empiria, a z chwila uzyskania sposobu dochodzenia do pozada-
nego wyniku — na autorytecie przekazu. Swiadczg o tym czesto spotykane
w zrédlach egipskich i babilonskich wyrazenia ,czyn podobnie”, ,postepo-
wale$ stusznie” itp. Zrédlem wiedzy matematycznej byly wiec obserwacja,
doswiadczenie, indukcja, analogia, czyli w istocie metody przyrodnicze. Przy
takim nastawieniu oczywiscie mowy by¢ nie mogto o dedukcji i dowodzeniu,
a tym bardziej o aksjomatach i twierdzeniach. Byloby to tak fundamentalnie
obce matematyce babilonskiej czy egipskiej, ze mylg sie gteboko ci wszyscy,
ktorzy licza na znalezienie ich Sladéw w tej odleglej epoce.

64

(d) W matematyce konkretu wystarczala doktadnoé¢ m ~ 4. 353 =

3,16049...13 czy V2 ~ 1;24,51,10 = 1,4142128'4, a pytanie o doktad-
no$¢ wieksza byltoby réwnie malto sensowne jak pytanie o to, czy do pojem-
nika na zboze wejdzie 10 koszéw pszenicy czy kilka ziaren wiecej. Innymi
stowy, w matematyce babilonskiej i egipskiej nie bylo koncepcji dokladnosci
(konstrukcji, rachunkéw).

By¢ moze poczatkow idei dokladnoéci nalezy si¢ doszukiwaé w Indiach.
W Sulvasutras znajduje sie opis oltarza o ksztalcie sokota, zbudowanego
z prostokatéw!®. Oltarz byl nie tylko miejscem ofiary bogu, ale i samym
bogiem, w trakcie za$ obrzedu nastepowaly utozsamienia sokét = oltarz

127danie to pierwszy wypowiedziatl Tales, por. Filozofia starozytna Grecji i Rzymu,
Teksty wybral i wstepem poprzedzit Jan Legowicz, PWN, Warszawa 1970.

13Na takie przyblizenie wskazuje zadanie nr 50 z papirusu Rhinda, por. H. Gericke,
Mathematik in Antike und Orient, Springer—Verlag, 1984.

14Tabliczka klinowa YBC 7289, por. A. Aaboe, Matematyka..., op. cit.

15Por. A. Seidenberg, The ritual origin of geometry, Arch. Hist. Ex. Sci. 1 (1962), str.
488-527.
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oraz ofiarnik = oltarz, a przeto takze i ofiarnik = sokol, co pozwalato temu
pierwszemu wzlecie¢ do nieba. Warunkiem powodzenia jest jednak doktadne
wykonanie ottarza.

Nie wiadomo, czy grecka koncepcja dokladno$ci, ktérej wyrazem jest
pitagorejski dowdd niewspdimiernoéci boku i przekatnej kwadratu oraz pro-
blemy delijskie — wiaze si¢ z indyjska.

(e) WyraZznym rysem matematyki greckiej byla troska o niesprzecznodé
uzywanych pojeé¢, wyrazajaca sie¢ w nacisku na dowody konstruowalnosci
z pomoca cyrkla i liniatu. W matematyce babilonskiej czy egipskiej sam
problem bylby niezrozumialy.

Interesujaca ilustracja tych ograniczen jest okrgg. Figura ta wystepuje
zaréwno w matematyce babilonskiej jak egipskiej, samodzielnie i jako pod-
stawa bryl przestrzennych. Na rysunkach widac jej srodek, co $wiadczy o po-
stugiwaniu si¢ przyrzadem w rodzaju naszego cyrkla. Nie ma jednak nigdzie
powolania sie na 6w srodek, obiekt geometryczny bowiem, ktory nie ma roz-
miaréw, jest w owej matematyce nie do przyjecia.

9. Budujac pojecia ogdlne, domagajac si¢ uzasadniania tez i niesprzecz-
nodci uzywanych pojeé, uznajac dedukcje za jedynie uprawniona metode do-
wodzenia, tworzac wreszcie paradygmat teorii aksjomatyczno—dedukcyjnej
i dostarczajac jego znakomitej realizacji w Elementach Euklidesa — Grecy
przetamali przeszkode konkretu i zrobili to tak skutecznie, ze Elementy staly
sie podstawowym traktatem geometrycznym obowiazujacym powszechnie
niemal do poczatku XX wieku'®, wywierajacym silny wplyw na nasze wi-
dzenie Swiata, a paradygmat teorii aksjomatyczno—dedukcyjnej — trwale
obowiazujacym paradygmatem teorii matematyczne;j.

10. Jest rzecza niezmiernie interesujaca, ze przelamanie to nie objeto
calej matematyki, a jedynie jej cze$é geometryczna. Z boku pozostal duzy
obszar nauki o liczbie i metody rachunkowe. Fragment tego obszaru dal sie
wyinterpretowaé geometrycznie (por. ksiegi arytmetyczne Elementow), jed-
nakze do konca istnienia greckiej kultury nauka o liczbie nie zyskala statusu
teorii. Wymownym tego przykladem jest najwybitniejsze dzielo arytme-
tyczne starozytnosci, Arytmetyka Diofantosa z 111 wieku, ktorej 6 ocalalych
ksiag (na ogélna liczbe 13) zawiera 189 zadan z konkretnymi rozwigzaniami.
Ogdlny sposéb formulowania tych zadan oraz dobdr konkretnych liczb, dla
ktérych podawane bylo rozwiazanie, zdaja si¢ $wiadczy¢ o ogdlniejszym za-

16Russel wspomina, ze pod koniec XIX w. Elementy Euklidesa byly obowigzujacym
podrecznikiem geometrii w szkotach angielskich, por. B. Russell, History of Western
Philosophy, George Allen and Unwin, London 1946, str. 233.
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mys$le. Nie jest to jednak nigdzie napisane wprost, nie jest wyartykutowany
punkt wyjscia (brak aksjomatéw), dowody sa rachunkami na konkretnych
liczbach i nie maja zapierajacej dech w piersiach ogélnosci dowodéw Eukli-
desa i innych geometréow.

Takie podejscie do nauki o liczbie przetrwalo do XIX wieku (jeszcze
Fermat postepowal jak Diofantos).

11. Mimo swej zachwycajacej wielkos$ci, matematyka grecka takze nie
byta wolna od ograniczen epistemologicznych. Jednym z nich bylo prze-
konanie o cyklicznosci zjawisk. Dobowy ruch Stonca, fazy Ksiezyca, pory
roku, zniwa i siew — wszystko to zdawalo sie §wiadczy¢, iz zycie czlowieka
i kosmosu przebiega cyklicznie.

Nie wchodzac w histori¢ tego przekonania przypomnijmy, ze najsilniej-
szy wplyw w tym wzgledzie wywarl Platon: ,,Co do ksztaltu, to Bog dal
$wiatu taki, jaki mu najlepiej odpowiadal i ktéry jest zblizony do Niego. |...]
W tym celu zaokraglit go Bég w ksztalt kuli i kota z ré6wnymi odleglto$ciami
od érodka do krancéw. Ten ksztalt jest sposrod wszystkich najdoskonalszy
i najbardziej podobny do siebie samego. Bég bowiem zdawal sobie sprawe,
ze podobne jest nieskorficzenie pigkniejsze od niepodobnego. [...] Dal mu [...]
ruch fizyczny zastosowany do jego ciala, ten mianowicie sposréd siedmiu ru-
chéw, ktéry ma przede wszystkim zwiazek z rozumem i mysla; nadajac mu
obrét jednostajny w tym samym miejscu, sprawil, ze sie kreci w kolo. [...]
dal mu Bég cialo wygladzone, jednorodne i o réwnej odleglosci od srodka
do obwodu, ciato petne, doskonale, zlozone z cial doskonatych”!7.

Do takiej samej konkluzji doszedl Arystoteles: ;W rzeczy samej nie ma
nic wyzszego nad [niebo], nic, co by je wprawialo w ruch [...] Nie ma [ono]
zadnej niedoskonaloéci ani braku jakiegokolwiek dobra, ktére jest mu wia-
$ciwe. Konsekwentnie, jest rzecza logiczna, ze si¢ porusza bez przestanku.
Wszystkie rzeczy przestaja sie poruszaé, skoro osiagnely swoje wlasciwe
miejsce, lecz dla ciala poruszajacego sie ruchem kotowym miejsce, w kté-
rym koticzy ono ruch, jest miejscem, z ktérego wyrusza’18.

I nieco nizej: ,,miara ruchéw jest ruch obrotowy nieba, bo on sam jeden
jest ciagly, jednostajny i wieczny” 9.

7Platon, Timajos Kritias albo Atlantyk, Przetozyl, wstepem, komentarzem i skorowi-
dzem opatrzyl Pawel Siwek, Biblioteka Klasykéw Filozofii, PWN, 1986; 33b—34b.

18 Arystoteles, O niebie, 279 a~b; Dziela wszystkie, tom IV, WN PWN, Warszawa 1987,
str. 227.

19Tbidem, 287 b: str. 277.
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Arystoteles podaje tez nastepujaca charakterystyke ruchu kolowego:
,ruch kotowy nie ma absolutnego punktu wyjécia, ani absolutnego punktu
koficowego, bo nie ma w nim, $cisle rzecz biorac, ani poczatku, ani konca,
ani $rodka, bo z punktu widzenia czasu jest on wieczny, a z punktu widzenia
dlugoéci wraca do siebie nieustannie”2°.

12. Wplyw Platona i Arystotelesa spetryfikowal wczesniejsza tradycje
$wiata geocentrycznego i odtad kazde cialo niebieskie bylo juz trwale zwia-
zane z jaka$ sfera (ukladem sfer), a jego ruch mial sie¢ wyrazaé przez ob-
réot tej sfery wokél jakiejs jej osi. Przy ruchu obrotowym sfery trajektoria
punktu jest okregiem, co pozwolito Hipparchowi zamieni¢ sfery na ruchy
jednostajne po okregach?!. W éwietle tej tradycji, chcac poprawnie opisaé
$wiat, nalezalo go przedstawia¢ w postaci doskonalej kuli, w ktérej kazdy
ruch odbywa sie po doskonalym okregu z predkoscig jednostajng. Rozwiaza-
nie tak postawionego zadania stalo sie celem dazen wielu generacji greckich
astronoméw i matematykow.

13. We wszechswiecie kulistym gwiazdy stale nie stanowity problemu,
trudnoéci natomiast przedstawialy ruchy Stonca, Ksiezyca i 5 planet. Pierw-
szg powazna probe podjal Eudoksos, uczen Platona, ktéry kazdej planecie
przypisal nie jedna sfere, ale wiecej, przy czym kazda z nich poruszala sie
ruchem jednostajnym obrotowym wokol swojej osi — tacznie 27 sfer. Kalipp
ulepszyl ten system za cene wprowadzenia 7 sfer dodatkowych, co podniosto
ich liczbe do 34. System ten nadal ulepszano, az wreszcie Hipparch w miej-
sce sfer wprowadzil okregi przyjmujac, ze planeta porusza sie z predkoscia
jednostajng po okregu zwanym epicyklem, ktérego $rodek porusza sie po
innym okregu zwanym deferentem, tez ze stala predkoscia, przy czym $érod-
kiem deferentu jest Ziemia. I ten system ulepszano, rosta liczba okregdéw
i pojawily sie dalsze komplikacje, az wreszcie Ptolemeusz zbudowal system
najlepszy??, a jego dzieto Almagest (tytul pochodzi z przektadu arabskiego)
bylo podstawowa ksiega astronomiczna az do XVII wieku.

W systemie Ptolemeusza spotkaly sie filozofia, astronomia i matema-
tyka: system wyrastal z przestanek filozoficznych, opisywal zjawiska astro-
nomiczne i robil to w jezyku matematyki. Wskazuje to na znaczenie filozofii

20Tbidem, 288 a; str. 282.

21Historie budowania przez Grekéw modelu geocentrycznego podaje M. Kline, Mathe-
matics and the search for knowledge, Oxford Univ. Press, 1985. Por. takze: A. Koestler,
Les somnambules. Essai sur l’histoire des conceptions de I’Univers, Callmann — Lévy,
1960.

22Wspélczesny opis tego systemu podaje R. R. Newton, The crime of Claudius Pto-
lemy, The Johns Hopkins Univ. Press, Baltimore and London 1978.
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dla nauki i na role matematyki. Sam Ptolemeusz w XIII ksiedze Almagestu
pisal, ze astronomia powinna zmierza¢ do najprostszego modelu matema-
tyczneg023.

14. Model Ptolemeusza byl uzywany w astronomii przez niemal péltora
tysiaclecia i w granicach tolerancji éwczesnych instrumentéow dawal wyniki
poprawne. Kopernik podwazy? jeden element tego modelu, mianowicie cen-
tralne polozenie nieruchomej Ziemi, ale i on zachowal ruchy po okregach, co
sprawito, ze teoria Kopernika nie zgadzala sie dobrze z obserwacjami. Do-
piero Kepler wyrwal sie z tego zakletego kregu i ruchy po okregu zamienit
na ruchy po elipsie.

Model Ptolemeusza zostal zastapiony innym nie dlatego, ze byt falszywy
(przeciwnie, byl poprawnym rozwiazaniem matematycznego problemu), ale
dlatego, ze ten inny model, heliocentryczny, byl matematycznie prostszy.
Zmiana ta oznaczala przelamanie przeszkody epistemologicznej, ktorej Zro-
dlem byla filozofia.

15. Ciekawe, ze ta sama przeszkoda — przekonanie o cyklicznosci zja-
wisk — pojawila si¢ takze w innych kulturach, przy czym w tak od Grecji
odleglych jak Chiny i prekolumbijska Ameryka.

W Chinach Czu Hsi (1131-1200) dowodzil wiecznosci $wiata nadajac
mu charakter serii okreséw kosmicznych trwajacych po 30 x 360 x 12 =
129 600 lat4.

U Aztekéw: ,,Mysl kosmologiczna mieszkancéw Meksyku nie czynita
ostrego rozréznienia miedzy przestrzenia a czasem. W szczegdlnosci obce
jej bylo traktowanie przestrzeni jako Srodowiska neutralnego i jednorodnego,
niezaleznego od przebiegajacych w nim proceséw. Przestrzen faluje przecho-
dzac od jednej z wielu réznych kategorii do nastepnej, w tancuchu sukcesji
wyznaczonym przez Swiat ustalony i cykliczny. [...] Prawem wszech$wiata
jest przeplatanie sie réznych, wyraznie oddzielajacych cech, ktére dominuja,
znikaja i pojawiaja sie bez konca”?®.

16. Inna przeszkoda epistemologiczna w matematyce greckiej byta obawa
przed nieskornczonoscig.

23Cytuje za: M. Kline, Mathematics. The loss of certainty, Oxford Univ. Press, 1980,
str. 36 przektadu rosyjskiego.

248, Jaki, Science et Création, 1984; cytuje za: M.—D. Philippe, J. Vauthier, Le manteau
du mathématicien, Editions Universitaires et Editions Mame, 1993.

25]. Soustelle, La pensée cosmologique des anciens Mexicains: répresentation du monde
et de l’espace, Herman, 1940; cytuje za: M.—D. Philippe, J. Vauthier, Le manteau..., op.
cit., str. 64.
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Nieskonczono$éé¢ zaskakiwata Grekow niespodziankami, niepokoita para-
doksami. Zdawala si¢ nie do opanowania: ,,Problem nieskonczonoéci wiaze
sie z zasadnicza trudnodcia: bo niezaleznie od tego, czy sie przyjmie jej ist-
nienie, czy sie odrzuci, wytwarza sie rzecz niemozliwa do utrzymania”26.

Zamkniety w krysztalowej kuli Swiat mial skonczone rozmiary i Ary-
stoteles, a takze inni filozofowie, nie zalowali wysitku, by pokazaé, ze jest
to $wiat skonczony pod kazdym wzgledem. Jedynym ustepstwem ze strony
Arystotelesa bylo dopuszczenie, zgodnie z jego teorig aktu i moznosci, nie-
skonczonosci potencjalnej, przy bardzo zdecydowanym odrzuceniu nieskon-
czonoéci aktualnes?’.

Rozréznienie to, wazne takze i dzis, zostalo dokonane z myséla o mate-
matykach: ,Poglad nasz nie pozbawia bynajmniej matematykéw ich teorii
przez odrzucenie aktualnego istnienia nieskoficzonodci |[...] w rzeczywistosci
niepotrzebna jest im nieskoficzono$¢ ani tez z niej nie korzystaja. Postuguja
sie natomiast dowolnie wielkimi liczbami, ale skoficzonymi”28.

Istotnie, w geometrii linie proste byly de facto odcinkami skonczonymi,
ktére w razie potrzeby mozna przedluzaé. Stynny Postulat Réwnoleglych
Euklidesa (FElementy, ksiega I, postulat V) jest w istocie warunkiem, przy
ktérym dwa odcinki przetna sie (po przedluzeniu) w skoniczonej odleglosci:

Jesli prosta, padajgca na dwie proste, tworzy kqty wewnetrzne po jednej
stronie mniejsze od dwoch prostych, to te dwie proste przedluzane nieogra-
niczenie zetkng sie z tej strony, gdzie kqty sq¢ mniejsze od dwdch prostych.

Prosta nieskonczona pojawi sie dopiero w czasach nowozytnych
w zwiazku z zasada bezwladnosci®®.

Grecy traktowali punkt jako ,to co nie ma czeéci” (FElementy, ksiega I,
definicja 1) i wprawdzie przyjmowali, ze punkty moga leze¢ na prostych, to
jednak odrzucali rozumienie prostej jako zbioru punktéw: , Byt za$ pozba-
wiony czeéci nie ma rozmiaréw, a przeto z bytéw pozbawionych czeéci nie
moglaby powstaé¢ wielko$¢ ciaglta. Nie moze wiec powstaé ani linia z punk-
téw, ani czas z chwil?30.

26 Arystoteles, Fizyka, 203 b; Dziela wszystkie, tom II, WN PWN, Warszawa 1990,
str. 72.

27Ibidem, 206 a; str. 77-78.

28]bidem, 207 a; str. 81.

29R. Duda, The place of Newton’s Principia in the evolution of the idea of space,
w ksigzce: Newton and the new direction in science, Proceedings of the Cracow Confe-
rence, Citta del Vaticano 1988.

30 Arystoteles, O odcinkach niepodzielnych, 971 b; Dziela wszystkie, tom IV, op. cit.,
str. 747.
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Ten ostatni przyktad swiadczy, ze Grecy nie tylko ,cofali si¢ przed mil-
czeniem nieskonczonych przestrzeni”, ale takze przed nieskonczonoécia lo-
kalng. Nie umieli sobie poradzi¢ z paradoksami Zenona i byl to zapewne
czynnik decydujacy o tym, ze nie stworzyli pojecia granicy, zadowalajac sie
pochodzaca od Eudoksosa metoda wyczerpywania, ktéra polegala na zbliza-
niu si¢ do celu z przyblizong dokladnoscia, skonczenie wieloma skonczonymi
krokami.

Przykladem $wietnego zastosowania tej metody jest traktat Archime-
desa Mierzenie okregu®', w ktérym wpisujac i opisujac wielokaty foremne
w 1 na okregu pokazuje, ze (w naszej symbolice)

310< <31
71T

Odrzucajac nieskonczonosé Grecy nie byli w stanie wyrazi¢ dokladnej
wartosci liczby 7 (my to mozemy zrobié¢ za pomoca szeregu nieskonczonego
lub calki) i aproksymacja Archimedesa byla najlepsza, na jaka zdobyla sie
starozytnosc.

17. Po przytoczeniu koncepcji przeszkody epistemologicznej Bachelarda
oraz podaniu paru przyktadéw takiej przeszkody w dziejach matematyki,
pora na ogoélniejsze wnioski.

(a) Przeszkoda epistemologiczna nie jest jedynym rodzajem utrudnienia
w rozwijaniu matematyki (patrz punkt 5 powyzej), ale z pewnoscia jednym
z wazniejszych. Dzigki swemu organicznemu zwiazkowi ze stanem matema-
tyki do momentu jej przezwyciezenia rzuca ona silne i ciekawe Swiatto na
matematyke jako na rodzaj ludzkiej aktywnosci.

7 tego punktu widzenia pojecie przeszkody epistemologicznej powinno
staé sie przedmiotem wickszego zainteresowania ze strony dydaktykéw ma-
tematyki oraz historykéw i filozoféw nauki.

(b) Wykrycie i opisanie przeszkod epistemologicznych moze mie¢ znacze-
nie praktyczne dla nauczania®2. Jesli bowiem przyja¢ zasade biogenetyczna
w jej wersji rozszerzonej, to znaczy uznac, ze rozwoj intelektualny dziecka
powtarza, w wielkim naturalnie skrécie, rozwéj intelektualny ludzkoéci®?, to

310Obszerne cytaty z tego traktatu, wraz z komentarzem, zawiera ksigzka P. Dedron,
J. Itard, Mathematics and mathematicians, tom II, The Open Univ. Press.

32Badania nad przeszkodami epistemologicznymi w matematyce z punktu widzenia dy-
daktyki matematyki prowadzi A. Sierpinska, Pojecie przeszkody epistemologicznej w na-
uczaniuv matematyki, ,Dydaktyka Matematyki” 8 (1987), str. 103-153.

33Zasade te sformutowat E. Haeckel w 1886 r., odnoszac ja z powodzeniem do badan
nad kregowcami. Zyskata ona powszechne uznanie przyrodnikéw i stala sie¢ znana takze
poza granicami zoologii.
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ujawniona przeszkoda epistemologiczna w rozwoju matematyki moze nam
duzo powiedzieé¢ o trudnodciach dziecka przy uczeniu sie jakiego$ fragmentu
matematyki, a takze podsunaé¢ sposoby na zmniejszenie tych trudnosci.

(¢) Koncepcja przeszkody epistemologicznej dobrze sie wpisuje w nurt
rozwazan ewolucyjnej teorii nauki, ktérej gtléwnymi reprezentantami sa Pop-
per, Kuhn i Lakatos.

W 1934 r. Popper sformutowal poglad3*, Ze teoria jest naukowa, gdy wy-
nikajace z niej wnioski moga by¢ przez do$wiadczenie obalone (odrzucone,
sfalsyfikowane). Dzisiaj poglad ten nosi nazwe zasady falsyfikacjonizmu i za-
sada ta jest przez wielu uwazana za kryterium naukowosci.

Poprawnej teorii matematycznej obali¢ sie wprawdzie nie da, ale jesli
zasade falsyfikacjonizmu w matematyce rozumieé¢ jako mozliwosé wyboru
jednej z dwdéch teorii, a w konsekwencji odrzucenie teorii mniej satysfak-
cjonujacej, np. bardziej ztozonej lub brzydszej estetycznie, jak to sie stato
z teorig utamkéw egipskich czy teoria geocentryczna Ptolemeusza, to do-
strzegamy, ze i w matematyce ma ona zastosowanie.

Z kolei Kuhn wyrazil poglad, ze teoria naukowa, ktdrej opis jakiego$ frag-
mentu rzeczywistodci przestaje zadowala¢, jest odrzucana lub wchlaniana
przez teorie szersza®®. 7 tego rodzaju ,rewolucjami” mamy do czynienia
nie tylko w astronomii, fizyce i chemii, skad Kuhn czerpal swoje przyktady,
ale takze w matematyce. Kiedy teoria matematyczna odnosi sie wprost do
rzeczywistosci, jak to bylo z teorig geocentryczna Ptolemeusza, to sprawa
jest prosta, ale bywa, ze i teorie czyste] matematyki przestaja zadowalac
i sa odrzucane (jak ulamki egipskie czy teoria wyczerpywania) lub wchla-
niane przez teorie szersze (jak geometrie Euklidesa, Riemanna i Bolyai—
Lobaczewskiego przez teorie rozmaitosci o statej krzywiznie). Czesto wiaze
si¢ to z przetamaniem przeszkody epistemologiczne;j.

18. Wydaje si¢, ze pojecie przeszkody epistemologicznej otwiera in-
teresujace mozliwosci poznawcze przed historykami i filozofami nauki,
a w szczegdlnosci mozliwosé nawigzania blizszego kontaktu historii mate-
matyki z ewolucyjna teoria nauki.

Roman Duda

34K. Popper, Logika..., op. cit.
35T, S. Kuhn, Struktura..., op. cit.



