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LOGICYZMU

Istnieja dwie podstawowe przyczyny, dla ktérych podjeto zasygnali-
zowane w tytule pracy dociekanial. Pierwsza ma charakter historyczny.
G. Cantor prowadzil swe badania w zakresie matematyki, a takze rowno-
legle w zakresie podstaw matematyki i filozofii matematyki w tym samym
okresie, w ktérym G. Frege tworzyl nowoczesna idee logicyzmu?. Chodzi
o lata osiemdziesiate i dziewieédziesigte XIX wieku. Niemiecki matematyk
byl nawet recenzentem jednej z tych prac G. Fregego, w ktérych ten ostatni
prezentowal idee logicyzmu, zawierajaca wyniki badan jednego z pierwszych

*UWAGA: Tekst zostal zrekonstruowany przy pomocy srodkéw automatycznych; moz-
liwe sg wigc pewne bledy, ktérych sygnalizacja jest mile widziana (obiQopoka.org). Tekst
elektroniczny posiada odrebna numeracje stron.

1Prowadzono juz badania relacji odwrotnej. Chodzilo w nich o ukazanie wplywu
prac G. Cantora na realizacje idei logicyzmu w pracach B. Russella [por. I. Grattan—
Guiness, Georg Cantor’s influence on Bertrand Russell, ,History and Philosophy of Lo-
gic” 1 (1980), s. 61-93.]. W tym wypadku chodzi natomiast o odpowiedZ na pytanie, na
ile G. Cantor antycypowal, przynajmniej niektére, elementy nowoczesnego logicyzmu.

2Pierwszy koncepcje logicyzmu jako wyprowadzenia calej matematyki z logiki zapre-
zentowal na przetomie XVII i XVIII wieku niemiecki filozof i matematyk G. W. Leib-
niz. Jednakze matematyka i logika jego czaséw byly na tyle niedojrzale, ze owa idea
byla w istocie nie do przeprowadzenia. Przede wszystkim teorie matematyczne owego
czasu nie byly zaksjomatyzowane (poza oczywiscie geometrig Euklidesa) i nie tworzytly
jednego, zunifikowanego systemu, w ktérym wszystkie teorie zaliczone wéwczas do ma-
tematyki bylyby wywiedlne, przynajmniej posrednio, z jednej teorii podstawowej. Po
wtoére, znana woéwczas logika, to przede wszystkim logika nazw Arystotelesa. Prawdopo-
dobnie G. W. Leibniz byl réwniez pierwszym twoérca, obok innych rachunkéw, algebry
Boole’a. Niemiecki filozof nie zwrécit uwagi na antycypowana przez stoikéw i logikéw sre-
dniowiecznych logike zdan. Nie znal tez stworzonego dopiero przez G. Fregego rachunku
kwantyfikatoréw. Nie istniata teoria mnogosci, zbudowana przez G. Cantora. Dopiero
znajomosé tych wszystkich teorii umozliwita probe realizacji idei logicyzmu na przetomie
XIX i XX wieku. Dlatego zasadne jest stwierdzenie, ze G. W. Leibniz, aczkolwiek jako
pierwszy sformutowal idee logicyzmu, jednak nie byt w stanie jej zrealizowaé.
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etap6ow realizacji tej idei®. Obaj pracowali w potozonych bardzo blisko sie-
bie oérodkach uniwersyteckich Niemiec. G. Cantor byt zatrudniony w Halle,
natomiast G. Frege w Jenie. Blisko$¢é miejsc pracy nie zaowocowala jednak
bezposrednia wspdlpraca obydwu uczonych.

Druga przyczyna podjecia niniejszych badan jest natury merytorycznej.
Latwa do skonstatowania jest zbieznosé zainteresowan zwolennikéw logi-
cyzmu i G. Cantora. Pracowali oni twérczo w zakresie badania podstaw
matematyki i filozofii matematyki. Zaréwno logicysci, jak i G. Cantor ma-
nifestowali swéj antykantyzm w filozofii matematyki. G. Cantor w zacietej
dyskusji z L. Kroneckerem sprzeciwial sie gloszonej przez tego ostatniego
kantowskiej tezie, ze matematyke mozna wyprowadzi¢ z apriorycznej formy
naocznosci czasu. G. Frege oraz B. Russell oraz A. N. Whitehead budowali
logiczne podstawy matematyki miedzy innymi w tym celu, by wykazaé, ze
twierdzenia matematyki sa analityczne, podobnie jak twierdzenia logiki?.
Wystepowali w ten sposob przeciwko stynnej tezie I. Kanta, wedlug ktérej
twierdzenia matematyki sa sadami syntetycznymi a priori.

Wspomniane zwiazki G. Cantora z logicystami natury zaréwno histo-
rycznej, jak i geograficznej oraz merytorycznej pozwalaja zasadnie postawic
pytanie, na ile G. Cantor w wyniku swoich badan antycypowal, czy tez
wspéhtworzyl idee logicyzmu.

Aby odpowiedzie¢ na postawione pytanie, trzeba najpierw wykona¢ dwa
zasadnicze kroki badawcze. Najpierw nalezy przedstawi¢ zalozenia ideowe
logicyzmu. Nastepnie wypada przedstawi¢ w zarysie sposob realizacji tego
programu. Prezentujac program logicyzmu i sposéb jego realizacji, nalezy
wskazaé, na ile dorobek naukowy G. Cantora przygotowywal sam program
logicyzmu, jak i to, na ile umozliwil realizacje tej idei.

Zgodnie z zaprezentowanym programem badan nalezy najpierw przed-
stawi¢ sformulowanie programu logicyzmu. Klasyczne sformulowanie tego

3Por. G. Frege, Die Grundlagen der Arithmetik. Eine logisch-mathematische Unter-
suchung tber den Begriff der Zahl, Breslau 1884; G. Cantor, Rezension der Schrift von
G. Frege ,,Die Grundlagen der Arithmetik”, Breslau 1884, , Deutsche Literaturzeitung fiir
Kritik der internationalen Wissenschaft” 6 (1885), s. 728-729, [w:] GA, s. 440442 [GA
= G. Cantor, Gesammelte Abhandlungen mathematischen und Philosophischen Inhalts,
hrsg. E. Zermelo, Berlin 1932, reprint Berlin, Heildelberg, New York 1980.].

4G. Frege zdecydowanie odréznial sady arytmetyki od sadéw geometrii. Te pierwsze
traktowal jako sady analityczne a priori. Drugie natomiast jako sady syntetyczne a priori.
W pézniejszych latach, kiedy jego program natknat sie na trudnosci zwigzane z odkryciem
antynomii, G. Frege zwrdcil si¢ w filozofii matematyki ku kantyzmowi [por. I. Dambska,
Idee kantowskie w filozofii matematyki XX wieku, ,Archiwum Historii Filozofii i Mysli
Wspélczesnej” 34 (1978), s. 167-213.].
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programu pochodzi od B. Russella®. Mozna go zaprezentowaé jako koniunk-
cje czterech tez:

1. wszystkie pojecia matematyczne, w tym pojecia pierwotne teorii ma-
tematycznych, mozna zdefiniowaé explicite przy pomocy pojeé¢ czysto
logicznych;

2. aksjomaty, czyli tzw. twierdzenia pierwotne matematyki, moga by¢
wyprowadzone z aksjomatow logicznych droga czysto logicznej deduk-
cji;

3. wszystkie twierdzenia matematyczne sa dedukowalne z twierdzen pier-
wotnych (aksjomatow);

4. wspomniana dedukcja opiera sie na logice wspélnej dla wszystkich teo-
rii matematycznych, czyli uzasadnienie twierdzen w poszczegdlnych
teoriach matematycznych odbywa sie w oparciu o te same podsta-
wowe zasady, tworzace jedna dla calej matematyki logike. Teza ta
odwoluje sie do spostrzezenia, ze wiekszos¢ teorii matematycznych
budowana jest za pomoca jednej logiki, mianowicie logiki klasycznej,
oraz do przekonania, ze wszystkie argumentacje matematyczne moga
by¢ sformalizowane.

Warto zwréci¢ uwage na koniunkcje tezy 2 oraz 3. Z owej koniunkcji
wynika, ze mozna wskazaé zbiér aksjomatow matematyki, z ktérych wypro-
wadzi¢ mozna wszystkie twierdzenia owej dyscypliny. Wszystkie zad wyrdz-
nione aksjomaty matematyki sa wyprowadzalne z twierdzen logiki.

Aby mozna bylo wypowiedzie¢ te twierdzenia, matematyka musiata sig
sta¢ dyscyplina stosunkowo dojrzaltg z punktu widzenia historycznego. Jest
prawda, ze po raz pierwszy podobne poglady na matematyke (jej wypro-
wadzalnosé ze skonczonego zbioru aksjomatéw) zostaly implicite sformu-
lowane w programie badan matematyki pitagorejczykow juz w IV wieku
p- n. e. Przedstawiciele tej szkoly filozoficzno—matematycznej byli przeko-
nani o tym, ze cala matematyke — przede wszystkim geometrie, ale réwniez
teorie stosunkow liczbowych — da sie wyprowadzi¢ z arytmetyki liczb na-
turalnych. Nie sformulowali oni natomiast twierdzenia, ze arytmetyke liczb

5Program B. Russella zostal przedstawiony na podstawie opracowania J. Perzanow-
skiego [por. J. Perzanowski, Logicyzm, [w:] Mala encyklopedia logiki, Wroctaw 1988, s. 93—
95.].
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naturalnych da si¢ zbudowaé przy pomocy metody aksjomatycznej. Skad-
ingd pewne jest, ze pitagorejczycy, jeszcze przed Euklidesem, postugiwali
sie metoda aksjomatyczna w budowaniu swojej geometrii. Jednakze odkry-
cie niewymiernoéci, ktore bylo poczatkiem starozytnej rewolucji naukowej,
podwazylo pitagorejski program arytmetyzacji matematyki. Zamiast tego
zaczeto geometryzowaé arytmetyke (algebre).

W wieku XVII i XVIII, kiedy po raz pierwszy G. W. Leibniz podatl
idee logicyzmu, matematyka, z historycznego punktu widzenia, bylta jeszcze
w takim stanie, ze idei logicyzmu nie dalo si¢ w praktyce przeprowadzié.
Po prostu nie mozna bylo wskaza¢ zbioru aksjomatow, z ktérych wypro-
wadzalne bylyby wszystkie twierdzenia 6wczesnej matematyki. Poza geo-
metria, zaksjomatyzowana jeszcze przez Euklidesa, nie stosowano wowczas
metody aksjomatycznej w badaniach innych dyscyplin matematyki. Szcze-
gblnie dyskusyjne byly podstawy burzliwie rozwijajacej si¢ analizy matema-
tycznej, ktére oparto na pojeciu wielkosci nieskoniczenie malych. Nie bylo
jeszcze zadnej teorii liczb niewymiernych (rzeczywistych), poza teoria Eu-
doksosa, ktora odwolywala sie jednak do geometrycznego w istocie pojecia
wielkodci. Natomiast istotny krok uczyniony zostal w XVII wieku w uka-
zaniu zwiazkéw algebry (arytmetyki) z geometria. Chodzi o zbudowanie
niezaleznie przez P. Fermata i Kartezjusza geometrii analitycznej. W ten
sposOb geometria mogta zosta¢ sprowadzona do arytmetyki (algebry).

Przetomowy dla ukazania mozliwosci wyprowadzenia calej matematyki
owczesnej z pewnego zbioru aksjomatéw okazal sie by¢ wiek XIX. To wow-
czas zostala sformulowana idea, w swej istocie metamatematyczna, ktora
zostalta podjeta i wykorzystana przez tworcow logicyzmu. Wspomniana idea
zostala zresztg nie tylko sformutowana, ale i przeprowadzona i potwierdzona
w wyniku badan matematycznych. Chodzi o ideg¢ systematyzacji matema-
tyki. Mozna ja rozumieé jako kwestie znalezienia merytorycznego uporzad-
kowania dyscyplin i teorii matematycznych, planu, wedtug ktérego mozliwe
bytoby rozwiniecie matematyki jako jednolitej budowli. W zasadzie koncep-
cja systematyzacji matematyki w XIX wieku sprowadzala sie do:

1. aksjomatyzacji zastanych dyscyplin matematycznych;

2. budowania modelu jednej teorii w dziedzinie innej teorii; woéwczas
mozna byto druga teorie traktowaé jako bardziej podstawowa, taka,
z ktorej wyprowadzalna jest pierwsza teoria;

3. wskazania teorii najbardziej podstawowej, z ktérej wyprowadzalne sa
teorie pozostate.
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Juz w tym miejscu mozna wskazaé, jak wazna dla idei logicyzmu byta
sformulowana i przeprowadzona w XIX wieku idea systematyzacji mate-
matyki. Wtasnie aksjomaty teorii podstawowej w matematyce byly aksjo-
matami, z ktorych mozna bylo wyprowadzi¢ wszystkie twierdzenia mate-
matyki. Logicystom pozostawato wowczas ,,jedynie” zadanie udowodnienia
aksjomatéw teorii podstawowej matematyki przy pomocy aksjomatéw lo-
giki oraz wynikajacych z nich twierdzen logicznych. Nalezalo tez oczywiscie
zdefiniowaé pojecia podstawowe, wystepujace w aksjomatyce teorii podsta-
wowej matematyki, przy pomocy poje¢ logicznych. Innymi stowy: realizacja
idei systematyzacji matematyki w XIX wieku byla w praktyce warunkiem
sine qua non realizacji idei logicyzmu.

Jedli zatem wskaze sie zastugi G. Cantora w zakresie systematyzacji ma-
tematyki XIX wieku, to mozna bedzie zasadnie méwié, ze przyczynit sie on
do powstania i realizacji idei logicyzmu na przetomie XIX i XX wieku.

Trzeba zaznaczy¢, ze systematyzacja matematyki w XIX wieku nie miata
swojego ideologa. Nie przedstawiono w zadnym znanym dokumencie za-
pisu idei systematyzacji, tak jak to uczyniono w niniejszej pracy. Tym
niemniej wielu matematykéw pracowato, kierujac sie koncepcja systema-
tyzacji. Wéréd nich nalezy wymieni¢ A. Cauchy’ego, B. Bolzano, K. Weier-
strassa, F. Kleina, H. Grassmanna, H. Hankela, Ch. Meray’a, R. Dedekinda,
G. Peano i wladnie G. Cantora. Proces systematyzacji matematyki w XIX
wieku mozna nazwaé arytmetyzacja matematyki klasycznej®. Za dziedzine
podstawowa matematyki zaczeto bowiem wowczas uwazaé arytmetyke liczb
naturalnych. Do niej — jak sadzono — mozna bylo sprowadzié wszystkie
znane dyscypliny matematyczne, czyli wlaénie matematyke klasyczna. Re-
lacje sprowadzania rozumiano wéwczas jako mozliwo$¢ wskazania lub skon-
struowania modelu jednej teorii w dziedzinie matematycznej, bedacej mo-
delem innej teorii. Przy czym te druga uwazano za bardziej podstawowa,
pierwotna logicznie.

Jeszcze na poczatku XIX wieku wydawalo sig, ze systematyzacja mate-
matyki bedzie niemozliwa. Istotnym problemem bylo sprowadzenie analizy
matematycznej, opartej od czasu jej powstania na niejasnym i budzacym
wiele kontrowersji pojeciu wielkosci nieskonczenie malej, do arytmetyki liczb
naturalnych. Przeszkode te dalo sie jednak usunaé¢ w dwdch przebiegajacych
po czesci rownolegle etapach.

6Zasadnicze wiadomosci na temat arytmetyzacji matematyki w XIX w. wieku zawarte
sg w pracy N. Bourbaki [por. N. Bourbaki, Elementy historii matematyksi, ttum. z franc.
S. Dobrzycki, Warszawa 1980.].
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Po pierwsze, dzieki pracom B. Bolzano, A. Cauchy’ego i K. Weierstrassa
udalo si¢ wyeliminowaé¢ z analizy matematycznej wielkosci nieskoiniczenie
male i oprzeé te dyscypline na pojeciu liczb rzeczywistych. Drugi etap spro-
wadzenia analizy do arytmetyki liczb naturalnych polegal na kolejnym znaj-
dywaniu modeli: teorii liczb calkowitych w dziedzinie liczb naturalnych,
teorii liczb wymiernych w dziedzinie liczb calkowitych oraz teorii liczb rze-
czywistych w dziedzinie liczb wymiernych.

Pierwszego i drugiego zadania drugiego etapu arytmetyzacji podjeto
sie okolo roku 1860 kilku matematykow: H. Grassmann, H. Hankel oraz
K. Weierstrass. Ten ostatni — w swych nie publikowanych wyktadach —
przedstawil najprawdopodobniej po raz pierwszy pomyst uzyskania modelu
liczb calkowitych w dziedzinie uporzadkowanych par liczb naturalnych oraz
modelu liczb wymiernych w dziedzinie uporzadkowanych par liczb catko-
witych. Natomiast trzeciego zadania, ktére wymagalto, w takiej czy innej
formie, przyjecia istnienia zbioru aktualnie nieskonczonego, podjeli sie z do-
brym skutkiem, aczkolwiek przy zastosowaniu dosé odmiennych metod, pra-
wie jednocze$nie okoto roku 1870, K. Weierstrass, R. Dedekind, Ch. Meray
i G. Cantor”.

Realizacja drugiego etapu arytmetyzacji oznaczala réwniez arytmety-
zacje geometrii euklidesowej. Formalnie krok ten zostal uczyniony miedzy
innymi przez G. Cantora, kiedy przyjal on aksjomat stwierdzajacy, ze kazdej
liczbie rzeczywistej odpowiada doktadnie jeden punkt w jednowymiarowej
przestrzeni z metryka euklidesowa®. Wlasnie w zakresie rozumienia istoty
geometrii pojawily sie jednak w wieku XIX przeszkody, ktére — jak sie
poczatkowo wydawalo — uniemozliwialy uznanie matematyki (matematyki
z geometria) za jednolita strukture, ktérej wszystkie galezie bylyby spro-
wadzalne do arytmetyki liczb naturalnych. Zaciete dyskusje nad istota geo-
metrii rozpoczety sie okoto roku 1870, gdy na skutek publikacji prac N. Lo-
baczewskiego, K. Gaussa i wygloszenia stynnego wykladu inauguracyjnego

"Dla uzupelnienia obrazu drugiego etapu arytmetyzacji analizy nalezaloby jeszcze
dodaé, ze uzyskanie modelu liczb zespolonych w teorii liczb rzeczywistych bylo sprawa
prosta. Od dawna operowano w matematyce modelem geometrycznym liczb zespolonych,
w ktorej kazda liczbe utozsamiano wzajemnie jednoznacznie z jednym punktem dwuwy-
miarowej przestrzeni euklidesowej. Poniewaz kazdemu punktowi takiej przestrzeni mozna
byto wzajemnie jednoznacznie przyporzadkowaé pare uporzadkowang liczb rzeczywistych,
zatem istnial model teorii liczb zespolonych w dziedzinie par uporzadkowanych liczb rze-
czywistych. Oznaczalo to arytmetyzacje teorii liczb zespolonych.

8Por. G. Cantor, Uber die Ausdehnung eines Satzes aus der Theorie der trigonometri-
schen Reihen, ,Mathematische Annalen” 5 (1872) Bd. 5, s. 123-132, [w:] GA, s. 92-102.
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przez B. Riemanna aktualna stala si¢ kwestia geometrii nieeuklidesowych.
Tym niemniej juz w tym samym roku F. Klein znalazt dla geometrii t.o-
baczewskiego i Riemanna modele euklidesowe, co oznaczalo arytmetyzacje
nowych teorii geometrycznych®.

Nalezy w tym miejscu wskaza¢ na dorobek G. Cantora w zakresie sys-
tematyzacji matematyki XIX wieku. Przede wszystkim nalezy wspomnie¢,
ze nalezal on do szkoly matematycznej K. Weierstrassa, ktéra najbardziej
przyczynila sie do systematyzacji matematyki. Sam zas G. Cantor wykonalt
jedno z najwazniejszych i najtrudniejszych zadan w zakresie systematyzacji.
Znalazt on model dla teorii liczb rzeczywistych w dziedzinie liczb wymier-
nych. Technika owego rozwiazania polegala na zdefiniowaniu liczb rzeczywi-
stych jako zbioru nieskonczonych ciagdéw wspoltzbieznych liczb wymiernych.
Ciagi te zostaly nazwane ciggami podstawowymi. Klasa abstrakcji danego
ciagu zbieznego, wzgledem relacji wspélzbieznosci wyznaczata liczbe rze-
czywista, wymierng badz niewymierna. Zadanie to zostalo wykonane przez
G. Cantora w roku 1872!° niezaleznie od réwnowaznej konstrukcji liczb
rzeczywistych R. Dedekinda, ktéry oparl si¢ na pomysle Eudoksosa.

Warto tez w tym miejscu zaznaczy¢ charakterystyczne dla nurtu sys-
tematyzacyjnego w matematyce XIX wieku odrzucenie przez G. Cantora
istnienia wielkosci nieskonczenie matych!!. Wiazalo si¢ to z przekonaniem,
ze wielko$ci te nie sg juz konieczne dla ufundowania podstaw analizy ma-
tematycznej, ktora mozna bylo oprzeé na liczbach rzeczywistych. Poza tym
G. Cantor wprost twierdzil, ze dziedzina podstawowa'?, a wiec taka, do
ktérej mozna w procesie systematyzacji sprowadzi¢ wszystkie dyscypliny
matematyczne, jest arytmetyka.

7 przeprowadzonych analiz wynika, ze twérca teorii mnogosci nie tylko
prezentowal przekonanie o mozliwoséci systematyzacji matematyki znanej

9W zasadzie nieco wczeéniej, w roku 1868, modele euklidesowe dla geometrii nieeu-
klidesowych znalaz! pracujacy poza srodowiskiem matematykéw niemieckich E. Beltrami
[por. E. Beltrami, Saggio di interpretazione della geometria non—euclidea, ,Giornale di
Matematiche” 6 (1868), s. 284-312.].

10Por. G. Cantor, jw.

H1Por. G. Cantor, List do K. Weierstrassa z 16.05.1887, [w:] Mitteilungen zur Lehre
vom Transfiniten, [w:] GA, s. 407-409.

12 Der Zweck dieses Schriftens, die grundlagen der Arithmetik einer erneuten Untersu-
chung zu unterferfen, ist ein 16blicher, denn es unterliegt keinem Zweifel, da3dieser Zweig
der Mathematik, welcher allen anderen mathematischen Disziplinen zur Basis dient, eine
weit tiefere Erforschung seiner Grundbegriffe und Methoden verlangt, als sie ihm bisher
im allgemeinen zu Teil geworden ist” — G. Cantor, Rezension der Schrift von G.Frege
,Die Grundlagen der Arithmetik”, [w:] GA, s. 440.
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w XIX wieku, ale réwniez w istotny sposéb przyczynil sie do rzeczywistego
przeprowadzenia tej idei w praktyce badawczej. Poniewaz arytmetyzacja
matematyki, jak stwierdzono powyzej, byta warunkiem koniecznym sformu-
lowania i przeprowadzenia idei logicyzmu, dlatego juz w tym miejscu mozna
stwierdzi¢, ze G. Cantor byl jednym z tych uczonych, ktérzy w istotny spo-
sOb przyczynili sie do powstania kierunku logicyzmu w badaniach podstaw
matematyki. Niemiecki matematyk poszedl jednak jeszcze dalej w tych swo-
ich badaniach i stwierdzeniach, ktére nawiazuja do programu logicyzmu.

Istotnym brakiem metodologicznej strony badan prowadzonych przez
G. Cantora byto nieuwzglednianie aksjomatyk teorii. Niemiecki matematyk
zwykl byl raczej traktowaé aksjomaty jako rodzaj dodatkowych zalozen,
ktére musial czynié¢, by méc efektywnie kontynuowaé¢ swoje prace. Nie sto-
sowal aksjomatyk jako zbioréw zalozen teorii. Jego teoria mmnogosci byla
teorig przedaksjomatyczna'®. G. Cantor, ktéry stwierdzal mozliwoéé syste-
matyzacji, czyli arytmetyzacji calej matematyki XIX wieku, nie uwzglednial
mozliwosci zaksjomatyzowania arytmetyki liczb naturalnych. A wlasnie ak-
sjomaty arytmetyki liczb naturalnych byly pézniej przez przedstawicieli lo-
gicyzmu traktowane jako aksjomaty calej usystematyzowanej matematyki.
Ale mimo tego istotnego braku, niemiecki matematyk wpadl na pomyst,
ktory bardzo upodobnil jego koncepcje matematyki do idei logicyzmu. Lo-
gicysci glosili teze o mozliwosci wyprowadzenia calej matematyki — a wiec
w istocie aksjomatéw arytmetyki i poje¢ pierwotnych uzytych w tej aksjo-
matyce — z twierdzen i poje¢ logiki. G. Cantor tez twierdzil, ze arytmetyka
liczb naturalnych, a w konsekwencji cala matematyka, jest wywiedlna z pew-
nej teorii. Pomyst G. Cantora réznil si¢ — przynajmniej pozornie — od idei
logicystow tym, ze zaproponowal on redukcje matematyki do stworzonej
przez siebie teorii mnogosci.

Po raz pierwszy swoje przekonanie o mozliwoéci redukcji arytmetyki liczb
naturalnych do teorii mnogosci wypowiedzial niemiecki matematyk w arty-
kule, ktéry napisal w roku 1884, a opublikowano go dopiero w roku 19704,
Wiazalo sie to z jego koncepcja zdefiniowania skonczonych liczb naturalnych
przy pomocy teoriomnogosciowego pojecia typu porzadkowego. Stwierdzil
on, ze kazdy prosto uporzadkowany zbiér ma okreslony typ porzadkowy.

13Teorie mnogosci podal w formie aksjomatycznej dopiero na poczatku XX wieku E. Ze-
rmelo.

4Por. G. Cantor, Principien einer Theorie der Ordnungstypen. Erste Mittheilung, [w:]
I. Grattan—Guiness, An unpublished paper by Georg Cantor. Principien einer Theorie der
Ordnungstypen. Erste Mittheilung, ,Acta Mathematica” 89 (1970) Bd. 124, s. 65-107.
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Typ porzadkowy okreslal jako takie pojecie ogdlne, pod ktére podpadaja
wszystkie i tylko te zbiory, ktore sa tak samo uporzadkowane jak dany zbiér.
Gdyby w podanej definicji zmienié¢ termin ,pojecie ogélne” na ,zbiér”, wow-
czas mozna by otrzymac¢ wspélczesna definicje typu porzadkowego, a wiec
liczby porzadkowej. Dalej G. Cantor wywodzil, iz tak zdefiniowane typy po-
rzadkowe zbioréw skonczonych sa niczym innym, jak skoficzonymi liczbami
naturalnymi'®.

Innymi stowy, niemiecki matematyk byt przekonany, ze znalazt modele
dla skonczonych liczb naturalnych w teorii typéw porzadkowych. Wazne
bylo teraz umiejscowienie przez G. Cantora teorii typéw porzadkowych na
og6lnym planie zaleznosci dyscyplin naukowych. Stwierdzil on, ze teoria
typow porzadkowych jest czescia stworzonej przez niego teorii mnogodci.
To za$ prowadzito do niezwykle waznego stwierdzenia, ze cata matematyka
jest niczym innym, tylko teorig mnogosci'®. Zatem, matematyke dalo sie
w przekonaniu G. Cantora wyprowadzi¢ z teorii mnogosci.

Dla poréwnania koncepcji matematyki niemieckiego uczonego z idea lo-
gicyzmu i sposobem realizacji tej idei wazne sa dwa stwierdzenia:

1. matematyka da sie wyprowadzi¢ z teorii mnogosci;

2. jest tak dlatego, poniewaz skonczone liczby naturalne maja swoje mo-
dele w teorii typéw porzadkowych, za$ owa teoria jest czescia teorii
mnogosci.

Aby ujawnié¢ podobienstwa koncepcji niemieckiego matematyka z idea
logicyzmu, nalezy w tym miejscu zaprezentowaé skrétowo sposob realizacji
tej idei.

Po pierwsze, nalezy stwierdzi¢, ze logicysci, inaczej niz G. Cantor, pod-
kreslali wage aksjomatyzacji teorii matematycznych (i logicznych). Dla-
tego inaczej potraktowali oni arytmetyke liczb naturalnych. Uwzglednili oni

15 Jede einfach geordnete Menge hat nun einen bestimmten Ordnungstypus oder, wie
ich mich auch kiirzer ausdriicken will, einen bestimmten Typus; darunter verstehe ich den-
jenigen Allgemeinbegriff, unter welchem sdmtliche der gegebenen geordn. Menge dhnliche
geordnete Mengen, und nur diese, (folglich auch die gegebene geordnete Menge selbst)
fallen. Die Typen der endlichen einfach geordneten Mengen sind nichts Anderes, als die
endlichen ganzen Zahlen, in Zeichen: 1,2,3,...,v,...” — G. Cantor, jw. s. 87.

16 Sie [die allgemeine Typentheorie — J. D.] bildet einen wichtigen und grossen Theil
der reinen Mengelehre (Theorie des ensembles), also auch der reinen Mathematik, denn
letztere ist nach meiner Auffassung nichts anders als reine Mengelehre” — G. Cantor,
jw. s. 84.
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fakt, ze w latach osiemdziesiatych XIX wieku arytmetyka liczb natural-
nych zostala po raz pierwszy zaksjomatyzowana. Aksjomatyzacja tej teorii
miala charakter odkrycia réwnoleglego. Zostala ona przeprowadzona za-
réwno przez przyjaciela G. Cantora, R. Dedekinda!”, jak i przez wloskiego
matematyka i logika G. Peano'®. Uzyskane aksjomaty arytmetyki liczb na-
turalnych stanowily ten wlasnie zbiér aksjomatéw matematycznych, z kté-
rych cala matematyka XIX wieku byla wywiedlna. Ta ostatnia teza wynika
stad, ze matematyka tego okresu — jak to podkreslano wczesniej — zostalta
zarytmetyzowana. Dla realizacji programu logicyzmu wystarczyto teraz wy-
kazaé, ze pojecia pierwotne, wystepujace w aksjomatach arytmetyki, sa de-
finiowalne wylacznie przy pomocy poje¢ logicznych, za$ same aksjomaty
sa wyprowadzane z twierdzen logicznych (maja swoje modele w teoriach
logicznych).

G. Peano podal w swojej pracy nastepujace aksjomaty arytmetyki liczb
naturalnych:

1. 0 € Nn;

2. Jlxenn(Sed'k € Nn);

3. Tlkenn(Sed'k # 0);

4. 1 menn(Seqd’k = Seq'm — k =m);

5.0 € AN penn(k € A— Seq'k € A) = [[Lenn(k € A).

Pojecia pierwotne tej aksjomatyki to pewien element, zbior oraz funk-
cja. Wyréznionym elementem jest liczba zero, zbiorem zbiér wszystkich liczb
naturalnych, natomiast funkcja funkcja nastepnika!®. Pojecia pierwotne zo-
staly w aksjomatyce oznaczone odpowiednio przez symbole: ,,0”, ,Nn” oraz
,,S@q/k”QO-

7Por. R. Dedekind, Gesammelte mathematische Werke, Bd. 3, Braunschweig 1932,
s. 359-361; P. Dugac, Richard Dedekind et les fondaments des mathematiques, Paris
1976.

18Por. G. Peano, Arithmetices principia, nova methodo exposita, Torino 1889.

19Funkcje nastepnika mozna w sposéb intuicyjny rozumie¢ w spos6b nastepujacy: przy-
pisuje ona danej liczbie naturalnej kolejna, wigksza od niej o 1 liczbe naturalng. I tak na
przyktad liczbie 5 przypisuje ta funkcja liczbe 6.

20Postuzono sie tutaj symbolika proponowana przez L. Borkowskiego [por. L. Borkow-
ski, Logika formalna, Warszawa 1970, s. 233.].
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Dla zrealizowania idei logicyzmu nalezalo teraz zdefiniowaé¢ wskazane
trzy pojecia pierwotne aksjomatyki arytmetyki liczb naturalnych przy po-
mocy pojeé logicznych, a nastepnie wyprowadzi¢ aksjomaty z twierdzen lo-
giki.

Dla zdefiniowania wyr6znionego elementu, czyli zera oraz funkcji nastep-
nika niezbedne okazalo si¢ pojecie liczby kardynalnej. Liczbe kardynalna
zdefiniowal w swoich pracach G. Frege. Dla jej okreslenia konieczne z kolei
okazalo sie by¢ pojecie réwnolicznosci zbioréw. Zbiory A i B sg réwnoliczne
wtedy i tylko wtedy, gdy istnieje relacja, ktéra przyporzadkowuje kazdemu
elementowi zbioru A dokladnie jeden element zbioru B, i odwrotnie.

W pojeciu logicystéw definicja rownolicznosci zbioréw zdefiniowana zo-
stata jedynie przy pomocy zmiennych i statych logicznych: statych rachunku
zdan, kwantyfikatoréw i symboli rachunku zbioréw i relacji.

Zdefiniowanie rownolicznosci zbioréw prowadzilo do okreslenia przez
G. Fregego pojecia liczby kardynalnej. Otéz relacja réwnolicznosci zbiorow
jest, jak tatwo zauwazy¢, relacja zwrotna, symetryczna i przechodnia. Jest
zatem réwniez relacjg rownowaznos$ciowa. A wiec dzieli zbiory zbioréw na
niepuste i rozlaczne klasy abstrakcji.

Liczba kardynalna to klasa abstrakcji relacji réwnolicznosci zbiorow.
Klase abstrakcji wyznaczong przez zbiér A mozna oznaczy¢ symbolem
,Nc'A”. Liczba kardynalna danego zbioru jest to zatem klasa abstrakcji re-
lacji rownolicznoéci wyznaczona przez ten zbiér, a wiec jest to klasa wszyst-
kich i tylko tych zbioréw, ktére s réwnoliczne z danym zbiorem?2.

Zdefiniowanie przez G.Fregego pojecia liczby kardynalnej w kategoriach
logicznych (rachunku zdan, predykatéw, rachunku zbioréw i relacji) byto
wielkim osiggnieciem logicznym i filozoficznym. Pozwalalo to od razu zdefi-
niowaé¢ w kategoriach logicznych (rozumianych jak wyzej) dwa pojecia pier-
wotne aksjomatyki arytmetyki liczb naturalnych. Chodzi o 0 oraz funkcje
nastepnika. Zero jest liczbg kardynalna zbioru pustego. Natomiast m jest

21To wlasnie logicysta G. Frege po raz pierwszy zbudowal aksjomatycznie rachunek
zdan oraz rachunek kwantyfikatoréw.

22(. Frege, ktéry zdefiniowal liczby kardynalne, nie méwil o réwnolicznosci zbioréw,
lecz o réwnolicznosci pojeé (w sensie logicznym). Dwa pojecia sa réwnoliczne wtedy
i tylko wtedy, gdy istnieje relacja wzajemnie jednoznaczna, ktéra przedmioty podpa-
dajace pod pierwsze pojecie przyporzadkowuje przedmiotom podpadajacym pod drugie
pojecie. Liczbe (Anzahl), ktéra przystuguje pojeciu F, okreslit G. Frege jako zakres po-
jecia ,réwnoliczne z pojeciem F”. 0 okredlit on jako liczbe, ktéra przystuguje pojeciu
ynieidentyczny z soba”, to znaczy pojeciu, pod ktére nie podpada zaden przedmiot [por.
L. Borkowski, jw. s. 236.].
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nastepnikiem k wtedy i tylko wtedy, gdy m jest liczbg kardynalna pewnego
zbioru A, za$ k jest liczbg kardynalng zbioru powstajacego ze zbioru A,
przez wylaczenie z niego elementu z, ktéry nalezy do zbioru A.

Trzeba w tym miejscu zaznaczy¢, ze pojecie liczby kardynalnej nie byto
jedynym pojeciem logicznym (w rozumieniu tego slowa przyjetym przez
logicystéw), ktére wystarczyloby do zdefiniowania terminéw pierwotnych
aksjomatyki arytmetyki liczb naturalnych. Logicy$ci, by zdefiniowaé¢ pojecie
Nn — zbioru wszystkich liczb naturalnych — musieli siegnaé jeszcze do
innego pojecia, wypracowanego tym razem w ramach pewnej czesci teorii
relacji, mianowicie w ramach teorii relacji ancestralnych. W ich ujeciu zbiér
liczb naturalnych to najmniejszy zbiér, do ktérego nalezy liczba 0 i ktéry
zamkniety jest ze wzgledu na relacje nastepnika?3.

Po zdefiniowaniu wszystkich pojeé pierwotnych aksjomatyki arytmetyki
liczb naturalnych mozna wykazaé, ze wszystkie aksjomaty sa twierdzeniami
teorii zbioréw i teorii relacji (w tym relacji ancestralnych)?4. Tym samym
arytmetyka liczb naturalnych, a w konsekwencji cala matematyka, moze
zostaé sprowadzona do logiki w rozumieniu logicystéw (rachunek zdan, pre-
dykatéw, rachunek zbioréw i relacji).

Nalezy w tym miejscu zauwazy¢, ze istotne znaczenie w tego rodzaju
wyprowadzeniu matematyki z logiki odgrywa pojecie liczb kardynalnych,
ktore przez logicystéw zostato zaliczone do zbioru pojeé logicznych. Pomyst
logicystéw w tym zakresie przypomina istotnie pomyst G. Cantora, ktéry
uwazal, ze przy pomocy pojecia teoriomnogos$ciowego typoéw porzadkowych
mozna wyprowadzi¢ arytmetyke liczb naturalnych ze stworzonej przez niego
teorii mnogosci. Trzeba przede wszystkim podkreslié, ze pojecia liczby kar-
dynalnej i typu porzadkowego, ktéry G. Cantor nazywal tez ,liczba porzad-
kowa”, sa pojeciami bardzo do siebie zblizonymi. Wystarczy wskazaé¢ na
fakt, ze typ porzadkowy i liczba kardynalna zbioréw skonczonych sg sobie
rowne. Dopiero zbiory nieskonczone o tych samych liczbach kardynalnych
(mocach) moga mieé rézne typy porzadkowe?®. Poza tym G. Cantor dys-

23Logicysci w definicji zbioru wszystkich liczb naturalnych postugiwali sie inng nieco
terminologia. Nie moéwili oni o ,relacjach ancestralnych”, lecz ,wlasnosci dziedzicznej”
(G. Frege) lub o ,klasie dziedzicznej ze wzgledu na relacje R” (B. Russell) [por. L. Bor-
kowski, jw. s. 236.].

24Por. L. Borkowski, jw. s. 232-242.

25Na przyktad dwa zbiory {1,2,3,...,n,...}, {1,2,3,...,n, ...,a} maja te same liczby kar-
dynalne, lecz posiadaja dwa rézne, nieskonczone typy porzadkowe, odpowiednio: w,w + 1.



KONCEPCJA MATEMATYKI G. CANTORA A IDEA LOGICYZMU 13

ponowal réwniez, podobnie jak logicyéci, pojeciem liczby kardynalnej i byt
$wiadom zwiazkéw laczacych je z pojeciem liczby porzadkowej?S.

Innymi stowy, niemiecki matematyk proponowal sprowadzenie matema-
tyki do teorii mnogosci, przy pomocy podobnych $rodkow jak te, ktérych
uzywali logicy$ci do sprowadzenia matematyki do logiki (w ich pojeciu).
Istnieje jednak w tym wypadku zasadnicza réznica pomiedzy dokonaniami
G. Cantora i logicystow. Tworca teorii mnogosci podal jedynie pewna ideg
— redukcji arytmetyki do teorii mnogosci, przy pomocy pojecia typu po-
rzadkowego. Natomiast logicyéci nie tylko sformutowali spokrewniona kon-
cepcje, ale rowniez starali sie jg zrealizowa¢. G. Cantor nie byl w stanie
przeprowadzi¢ podanej przez siebie idei, poniewaz nie odwolywal sie w swo-
ich pracach do aksjomatyki arytmetyki liczb naturalnych, co z kolei uczynili
przedstawiciele logicyzmu.

W tym momencie badan rodzi sie nastepujace pytanie: skoro G. Cantor
i logicysci méwili o sprowadzeniu matematyki do jakiejs bardziej podsta-
wowej teorii i postulowali, by uczyni¢ to przy pomocy podobnych srodkéw
— liczby porzadkowej i liczby kardynalnej, to dlaczego réznili sie wyborem
samej teorii, do ktorej matematyka miala by¢ sprowadzona? Niemiecki ma-
tematyk mowit o teorii mnogosci, natomiast logicysci o logice. Co wiecej,
G. Cantor zaliczal liczby kardynalne, ktérymi w realizacji swego programu
postugiwali sie logicyéci, do poje¢ teoriomnogos$ciowych. Czy nie bylo zatem
tak, ze zaréwno G. Cantor, jak i logicysci chcieli sprowadzi¢ matematyke do
tej samej teorii wyjsciowej?

OdpowiedZ na postawione pytanie zalezy od tego, jak logicysci pojmo-
wali termin ,logika”. Wspomniano juz kilkakrotnie, ze byto to pojecie dosy¢
szerokie. G. Frege zaliczal do logiki nie tylko terminy i prawa stworzonych
przez siebie klasycznych rachunkow zdan i predykatéw, ale réwniez terminy
i prawa rachunku zbioré6w?7 i relacji, w tym relacji ancestralnych. Co wiecej,
postugiwal sie nimi, definiujac w kategoriach tak rozumianej logiki pojecia
pierwotne aksjomatyki arytmetyki liczb naturalnych. Zdaniem L. Borkow-
skiego, jesli teori¢ mnogosci, czyli teorie zbioréw ujmuje sie jako odrebna

26 Michtigkeit oder Kardinalzahl von M nennen wir den Allgemeinbegriff, welcher mit
Hilfe unseres aktiven Denkvermogens dadurch aus der Menge M hervorgeht, daflvon der
Beschaffenheit ihrer verschiedenen Elemente m und von der Ordnung ihres Gegebenseins
abstrahiert wird” — G. Cantor, Beitrdge zur Begrindung der transfiniten Mengelehre,
,2Mathematische Annalen” 1895-1897, [w:] GA, s. 282 (282-256).

2"Nalezy pamietaé o tym, ze G. Frege nie postugiwal sie w swoich pracach terminem
,»,Zzbiér” | lecz terminem ,zakres pojecia”. Tym niemniej bardzo tatwo mozna przetozy¢ te
teminologie na jezyk cantorowskiej teorii mnogosci.
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nauke, nie bedaca dzialem logiki, to trzeba méwié¢ o sprowadzeniu arytme-
tyki liczb naturalnych nie do logiki, lecz do teorii mnogosci. W istocie zatem
zaréwno G. Cantor jak i G. Frege postulowali wyprowadzenie matematyki
z tej samej teorii.

Jak sie jednak okazalo, przedaksjomatyczna teoria mnogosci generowala
antynomie?®. Wobec tego nalezato tak ograniczyé przedaksjomatyczna teo-
rie mnogosci, by antynomie zostaly wyeliminowane. W $rodowisku logicy-
stow pracowali nad tym zagadnieniem B. Russell oraz A. N. Whitehead.
W celu wyeliminowania antynomii stworzyli oni teorie typéw??. Traktowali
oni te teorie jako element logiki. Z teorii typow, przy pomocy klasycznych
rachunkéw zdan i predykatow, starali sie oni wyprowadzi¢ arytmetyke liczb
naturalnych. Istotne dla prowadzonych tutaj dociekan jest to, ze teoria ty-
péw, oprécz stalych logicznych, obejmowata tzw. funkcje propozycjonalne,
ktére obiektom wzglednie predykatom przyporzadkowywaly odpowiednie
sady logiczne3?. W istocie funkcje propozycjonalne zastepowaly w teorii ty-
pow zbiory.

Zas dla zrealizowania programu sprowadzenia matematyki do logiki
(w zaproponowanym znaczeniu) B. Russell i A. N. Whitehead zmuszeni zo-
stali do przyjecia aksjomatéw: abstrakcji, ekstensjonalnosci, pewnego ekwi-
walentu aksjomatu wyboru oraz aksjomatu nieskoficzonoéci®!. A te wlasnie

28Warto w tym miejscu wskazaé, ze G. Cantor, najprawdopodobniej juz w roku 1895,
przed C. Buralim-Fortim [por. C. Burali-Forti, Una gquestione sui numeri transfiniti,
,Circolo matematico di Palermo” 11 (1897), s. 154-164.] i przed B. Russellem odkryl
pierwsza historycznie antynomie teoriomnogosciowa, czyli antynomie najwiekszej liczby
porzadkowej, nazwana potem od nazwiska wloskiego matematyka, ktéry opublikowal ja
po raz pierwszy. Twoérca teorii mnogosci zaproponowal réwniez jako pierwszy pewien
sposOb unikania antynomii. Mial on polega¢ na wyeliminowaniu zbioréw ,zbyt moc-
nych”, ktére jego zdaniem generowaly antynomie [por. G. Cantor, Listy do R. Dedekinda
z 28.07.1899, 28.08.1899, 81.08.1899, [w:] GA, s. 443-450.]. Pomyst ten zostal podjety
przez E. Zermelo w jego pierwszej aksjomatyce teorii mnogosci. Inny sposéb wybrali
B. Russell i A. N. Whitehead, ktérzy w celu wyeliminowania antynomii stworzyli teorie
typow.

29Teorie typéw G. Fregego i A. N. Whiteheada nalezy odréznié¢ od teorii typéw po-
rzadkowych stworzonej przez G. Cantora. Fragmentem tej ostatniej byla teoria liczb
porzadkowych.

30Por. J. Perzanowski, jw. s. 94. Funkcja propozycjonalna to funkcja zdaniowa, posia-
dajaca argumenty nazwowe.

31Por. tamze. B. Russell oraz A. N. Whitehead zdawali sobie sprawe z tego, ze niektére
przynajmniej z wymienionych aksjomatéw nie maja charakteru logicznego. Dotyczylo to
na przyktad aksjomatu nieskoniczonosdci, ktéry stwierdzal miedzy innymi istnienie nieskon-
czonego zbioru indywiduéw. Dlatego tez nie sformulowali tego aksjomatu na poczatku
swojej teorii, lecz dopisywali go za kazdym razem, gdy byl on niezbedny dla dowiedzenia
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aksjomaty znalazly sie w aksjomatyzowanej réwnolegle do powstajacej teorii
typdw teorii mnogosci. Zatem w istocie teorig typéw B. Russellai A. N. Whi-
teheada mozna traktowaé¢ jako (przynajmniej) fragment teorii mnogosci.
Tak wiec w istocie angielscy badacze, realizujac program logicyzmu, spro-
wadzili matematyke do teorii mnogosci.

Wynika stad bardzo istotny dla prowadzonych badan wniosek. Logicy$ci
wypelnili postulat G. Cantora redukcji matematyki do teorii mnogosci. Przy
czym postulat G. Cantora z roku 1884 wyprzedzit w istotny sposob jego re-
alizacje przez logicystow na poczatku drugiego dziesieciolecia dwudziestego
wieku.

Poglad o mozliwosci wyprowadzenia matematyki z teorii mnogosci, pre-
zentowany przez niemieckiego matematyka, jest w niektérych wspétezesnych
kregach zajmujacych sie badaniem podstaw matematyki akceptowany. Nie
akceptuje si¢ natomiast pogladu logicystow o mozliwosci redukcji matema-
tyki do logiki. Jest tak dlatego, poniewaz traktuje sie teorie mnogosci jako
dyscypline nie zaliczajaca sie do logiki. Tym samym przekonanie G. Can-
tora, o wywiedlnosci matematyki z teorii mnogoéci, aczkolwiek wczesniejsze
od pogladu logicystow, mozna uznaé¢ za nowoczedniejsze, blizsze pogladom
wspotczesnym.

Oczywiscie poglad o redukcji matematyki do teorii mnogosci nie jest po-
wszechnie akceptowany. Jest on wspolczesnie prezentowany przede wszyst-
kim przez matematykéw dzialajacych pod wspdlnym pseudonimem N. Bo-
urbaki®?. Grupa ta podjela sie ukazania mozliwosci wyprowadzenia matema-

jakiego$ twierdzenia. L. Borkowski stwierdza: ,, Aksjomat nieskoniczonosci rozumiany jako
twierdzenie o istnieniu nieskoriczonej ilosci indywiduéw, budzi powazne obiekcje, z kto-
rych zdawal sobie sprawe juz Russell. Trudno zgodzi¢ sie z tym, by zdanie stwierdzajace
istnienie nieskonczonej ilosci indywiduéw miato by¢ teza systemu logiki, i to w dodatku
teza przyjmowanag bez dowodu. Stwierdzenie faktu, ze prawa arytmetyki sa prawdziwe
w kazdej dziedzinie, sktonito Fregego do podjecia si¢ sprowadzenia arytmetyki do logiki.
Tymczasem budujac arytmetyke liczb naturalnych w systemie logiki opartym na teorii
typéw z aksjomatem nieskonczonosci, dochodzimy do dziwnego wniosku, ze jesli istnieje
tylko skonczona iloé¢ indywidudw, to pewne twierdzenia arytmetyki nie sa prawdziwe”
— L. Borkowski, jw. s. 296.

32 A. Siemianowski do$é bezproblemowo przyjmuje poglad, ze pojecia wszystkich teorii
matematycznych mozna zdefiniowaé za pomoca pojeé teorii mnogosci. Taki poglad nie
byl jednak akceptowany chociazby w szkole formalistycznej czy tez w ramach kierunku
konstruktywistycznego. Stanowisko prezentowane przez A. Siemianowskiego pozwala dosé
prosto ukazaé podstawowy problem ontologii matematyki. Pytanie o nature przedmio-
téw matematycznych zostaje zredukowane do pytania o nature zbioréw. Czesto wyraza
sie teze, ze zbiér mozliwych odpowiedzi na tak postawione pytanie rowny jest zbiorowi
mozliwych rozwigzan proponowanych w sredniowiecznym sporze o uniwersalia. Ostatecz-
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tyki z teorii mnogosci. Program ten jest jednak inaczej realizowany anizeli
postulowal to G. Cantor czy logicysci. Nie traktuje sie bowiem wspolczesdnie
arytmetyki liczb naturalnych jako teorii podstawowej, z ktérej cata matema-
tyka jest wywiedlna. Postrzega sie raczej matematyke jako pewna kombina-
cje struktur. Owe podstawowe struktury maja mie¢ charakter teoriomnogo-
$ciowy. Do podstawowych struktur, z ktérych zbudowana jest matematyka,
mialyby sie zaliczaé: algebry abstrakcyjne, porzadki oraz topologie®3.
Nalezy w tym miejscu podsumowaé przeprowadzone badania. Wydaje
sie, ze w ostatecznej konkluzji nalezy podkresli¢, iz G. Cantor antycypowal
idee logicyzmu, prezentowang przez prawie wspoOlczesnego mu G. Fregego
oraz przez mlodszych o jedno pokolenie B. Russella i A. N. Whiteheada.
Nie tylko reprezentowal on poglad o mozliwosci usystematyzowania mate-
matyki, ale przyczynil sie istotnie do przeprowadzonej w XIX wieku jej
arytmetyzacji. Jego dorobek polegal na znalezieniu modelu teorii liczb rze-
czywistych w dziedzinie liczb wymiernych. Istotnym mankamentem prac
G. Cantora byto to, ze nie postugiwatl si¢ on — jak logicysci — aksjomatyka
arytmetyki liczb naturalnych. Aksjomatyka ta stanowila bowiem réwno-
czes$nie zbidr aksjomatéw calej zarytmetyzowanej matematyki. G. Cantor,
podobnie jak logicyéci, byt przekonany o mozliwosci zredukowania zarytme-
tyzowanej matematyki do teorii bardziej podstawowej. W jego przekonaniu
owa teorig miala by¢ teoria mnogoéci, natomiast w przekonaniu logicystéw
logika. Zdaniem niemieckiego matematyka w wyprowadzeniu matematyki
z logiki nalezalo si¢ postuzy¢ sie teoriomnogoséciowym pojeciem typoéw po-
rzadkowych. Logicysci, realizujac swéj program, definiowali pojecia podsta-
wowe aksjomatyki arytmetyki liczb naturalnych przy pomocy pokrewnego
pojecia liczby kardynalnej. Nalezy mocno podkredli¢, ze G. Cantor zapre-
zentowal jedynie idee redukcji matematyki do teorii bardziej podstawowe;.
Nie postugujac sie¢ aksjomatyka arytmetyki, nie byt w stanie tego programu
zrealizowaé. Natomiast logicysci zrealizowali swéj pomyst wyprowadzenia
matematyki dziewietnastowiecznej z logiki. Byla to jednak logika specyficz-
nie rozumiana. Teoria typéw B. Russella oraz A. N. Whiteheada zawieraly

nie zatem w ontologii matematyki mozna by sta¢ na stanowisku realizmu skrajnego,
realizmu umiarkowanego, konceptualizmu badz tez nominalizmu [por. A. Siemianowski,
Metodologia nauk, [w:] Filozofia a nauka. Zarys encyklopedyczny, Wroctaw 1987, s. 362
(357-365).].

33 Niektorzy wspolczesni przedstawiciele konstruktywizmu tez sktonni sg twierdzié, ze
przedmiot matematyki stanowia czyste struktury, ktére powstaly dzieki aktywnosci umy-
stu. Do wspomnianych struktur zaliczaja oni réwniez algebry abstrakcyjne, porzadki i to-
pologie.
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niektére aksjomaty teoriomnogosciowe. Zatem mozna traktowaé te teorie
jako (przynajmniej) fragment teorii mnogosci. Tak wiec ostatecznie — je-
§li potraktuje sie teorie mnogosci jako dyscypling nie nalezaca do logiki —
mozna twierdzié, ze logicysci zrealizowali pomyst G. Cantora redukcji mate-
matyki dziewietnastowiecznej do teorii mnogosci. Wspédlczesnie nie méowi sie
o redukowalnosci matematyki do logiki. Natomiast uczeni zwiazani z grupa
matematykéow wystepujacych pod pseudonimem N. Bourbaki, staraja sie
zrealizowaé program wyprowadzenia catej matematyki wspotczesnej z teorii
mnogosci.



