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W miare historycznego rozwoju matematyki zaznacza sie coraz wyraz-
niejszy wplyw badan matematycznych, zwlaszcza tych najbardziej podsta-
wowych, na filozofie¢ matematyki. M. Heller zauwaza: ,,0d czaséw Platona
az prawie do epoki Kanta naturalnym srodowiskiem matematyki byta fi-
lozofia [...]. Wkrétce jednak po okresie Kanta matematyka sama zaczela
ksztattowaé swoje wlasne rodowisko naturalne”!. Przejecie prac w dziedzi-
nie filozofii matematyki przez zawodowych matematykéw i rozwdj badan
nad podstawami matematyki sprawily, ze miedzy wspolczesng filozofia ma-
tematyki a matematyka trudno poprowadzi¢ wyrazna linie demarkacyjna.
Zwlaszcza tak zwane ,klasyczne” kierunki w XX-—wiecznej filozofii mate-
matyki: logicyzm, intuicjonizm i formalizm, ktére powstaly w wyniku ba-
dan nad podstawami matematyki, wydaja si¢ w niewielkim tylko (i trudno
uchwytnym) stopniu wykraczaé¢ poza teori¢ podstaw matematykiZ.

Jednak — mimo $cistej zaleznosci wspomnianych kierunkéw w filozofii
matematyki od badan matematycznych — mozna dostrzec w nich watki zde-
cydowanie filozoficzne, zaliczane do tradycyjnych zagadnien filozofii. Plato-
nizm, majacy we wspdlczesnej filozofii matematyki takze wybitnych przed-
stawicieli, oraz nowe prady w filozofii matematyki, uwzgledniajace pozna-
jacy podmiot i ewolucje teorii matematycznych, sa jeszcze blizsze filozofii
w jej tradycyjnym rozumieniu. Tak wiec rozwdj badan w dziedzinie podstaw

*UWAGA: Tekst zostal zrekonstruowany przy pomocy srodkéw automatycznych; moz-
liwe sg wigc pewne bledy, ktérych sygnalizacja jest mile widziana (obiQopoka.org). Tekst
elektroniczny posiada odrebna numeracje stron.

IM. Heller, Szczedcie w przestrzeniach Banacha, Znak, Krakéw 1995, s. 79.

2Por. A. Lubomirski, O uogélnianiu w matematyce, Ossolineum, Wroctaw 1983, s. 40;
informacje o réznych kierunkach w filozofii matematyki mozna znalezé w pracy: R. Mu-
rawski, Filozofia matematyki. Zarys dziejéw, PWN, Warszawa 1995.
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matematyki bynajmniej nie usunat z filozofii matematyki zagadnien sensu
stricto filozoficznych.

Do zagadnien, nalezacych w Scistym sensie do dziedziny filozofii, zalicza
sie tradycyjnie:

(1) zagadnienia ontologiczne

(2) zagadnienia epistemologiczne

(3) zagadnienia aksjologiczne

Mozna — za Z. Hajdukiem® — uzupelnié liste zagadnien écigle filozo-
ficznych, dodajac:

(4) zagadnienia semantyczne

(5) zagadnienia metodologiczne

Semantyka matematyki bada problemy odniesienia przedmiotowego teo-
rii matematycznych i zagadnienie prawdy w matematyce.

Metodologia matematyki bada metody dopuszczalne w matematyce,
zwlaszcza w dowodzeniu twierdzen, oraz zagadnienie aplikacji teorii ma-
tematycznych?.

Wydaje sie jednak, ze zaréwno semantyka, jak i metodologia matema-
tyki powinny by¢ raczej zaszeregowane do teorii podstaw matematyki lub
metamatematyki. Semantyka (taka, jaka uprawiaja matematycy) jest raczej
dziatem logiki niz filozofii. W tradycyjnie rozumianej filozofii zblizone zagad-
nienia (na przyklad zagadnienie prawdy) rozpatruje si¢ w epistemologii. Ter-
min ,metodologia nauk dedukcyjnych” uwaza sie czesto wrecz za synonim
stéw ,metamatematyka”, ,metalogika” lub ,teoria dowodu”®. W niniejszym
artykule omowie kolejno trzy podstawowe grupy zagadnien filozoficznych
wystepujace w filozofii matematyki: zagadnienia ontologiczne, epistemolo-
giczne (lacznie z problemami ,semantycznymi”) oraz aksjologiczne, starajac
sig ukazaé zwiazki miedzy tradycyjnymi watkami filozoficznymi a wspodtcze-
snymi osiggnieciami w dziedzinie podstaw matematyki.

1. Zagadnienia ontologiczne

Do zagadnien ontologicznych w filozofii matematyki mozna zaliczy¢:
(1) zagadnienie przedmiotu badan matematycznych, czyli pytanie o nature
obiektéw matematyki; (2) zagadnienie istnienia obiektéw matematycznych.

3Por. Z. Hajduk, Ontologiczne zalozenia matematyki, [w:] Matematycznosé przyrody,
red. M. Heller, J. Zyciniski, A. Michalik, OBI, Krakéw 1992, s. 115.

4Por. tamze, s. 131.

5Por. Mala encyklopedia logiki, red. W. Marciszewski, Ossolineum, Wroclaw 1970,
hasto: ,,Metodologia nauk dedukcyjnych”, s. 168-169.
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Odpowiedz na pytanie o nature i istnienie obiektow matematyki jest $ci-
$le zwiazana z przyjeta koncepcja podstaw matematyki. Dzi§, gdy wsrdd
matematykow przewaza stanowisko uznajace teorie mnogosci za fundamen-
talng teorie matematyki, pytanie o nature i istnienie obiektéw matematyki
redukuje sie czesto do pytania o nature i istnienie obiektéw teorii mnogosci
— zbioréw®. Stowo ,,zbiér” ma w jezyku potocznym dwa istotnie rézne zna-
czenia. W znaczeniu kolektywnym ,zbioér” jest pewna caloscia zlozona ze
swych elementéw, traktowanych jako czesci tej calosci. W tym sensie zbiér
konkretnych, zmystowo postrzegalnych przedmiotéw jest pewnym innym,
rowniez dostrzegalnym zmyslowo obiektem. W znaczeniu kolektywnym stos
kamieni jest zaréwno zbiorem tych kamieni, jak i zbiorem wszystkich mo-
lekut, z ktorych kamienie stosu si¢ sktadaja — obydwa te zbiory nalezy
utozsamié, gdyz ich elementy sktadaja sie na te sama cato$é”. Stowo ,zbiér”
mozna rozumieé takze w znaczeniu dystrybutywnym. W tym znaczeniu, bar-
dziej abstrakcyjnym, zbiér jest zespotem wielu posiadajacych wspdlng ceche
przedmiotéw polaczonych w jednoéé®. Zbiér kamieni i zbiér ich molekut to
dwa zupelnie rézne zbiory w znaczeniu dystrybutywnym. Teoria mnogosci
jest ogdlna teoria zbioréw w znaczeniu dystrybutywnym, przy czym pojecie
zbioru precyzuje sie dodatkowo, réznie w réznych wersjach teorii mnogoéci®.

Trzeba zaznaczy¢, ze istnieja tez proby oparcia matematyki nie na teo-
rii mnogosci, lecz na teorii kategorii. Teoria ta zostala stworzona w latach
czterdziestych przez S. MacLane’a i S. Eilenberga. Matematyka w takim
ujeciu bylaby nauka o kategoriach matematycznych i o funktorach. Jednak
podejécie to ma mniej zwolennikéw niz stanowisko upatrujace fundamental-
nej teorii matematycznej w teorii mnogosci.

Ontologia matematyki bada zagadnienia zwiazane ze statusem ontolo-
gicznym obiektow matematycznych. Mozna tu wyrdznié trzy zasadnicze sta-
nowiska, ktore sa wspdlczesnymi odpowiednikami réznych stanowisk w sre-
dniowiecznym sporze o uniwersalia'C:

(1) Platonizm albo realizm (Z. Hajduk uwaza platonski realizm za od-
miane obiektywnego idealizmu'!) utrzymuje, ze obiekty matematyczne ist-
niejg niezaleznie od przestrzeni, czasu i poznajacego je podmiotu. Sg ,,odkry-

6Por. R. Murawski, Filozofia matematyki. Zarys dziejow, s. 161.
"Por. tamze, s. 164-165.

8Por. Mala encyklopedia logiki, hasto: ,,Zbiér”, s. 361.

9Por. R. Murawski, Filozofia matematyki. Zarys dziejéw, s. 190-191.
10Por. tamze, s. 165-169.

1 Por. Z. Hajduk, Ontologiczne zalozenia matematyki, s. 131.
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wane”, a nie ,tworzone” przez matematykéw'2. Wszystkim tym obiektom
matematycznym, ktére sa niesprzeczne, nalezy przypisa¢ realne istnienie.
Dokladniej: dla kazdej poprawnie sformulowanej i niesprzecznej wlasnosci
istnieje zbidr tych przedmiotéw, ktére te wlasnosé spelniaja, a jego istnie-
nie nie sprowadza sie do istnienia jego elementéw'?. Wéréd matematykéw
jest wielu realistéw, a w sposéb szczegdlny ontologiczny realizm jest obecny
w nurcie logicystycznym wspélczesnej filozofii matematyki'4.

(2) (Neo)nominalizm jako stanowisko przeciwstawne w stosunku do re-
alizmu uznaje jedynie istnienie fizyczne, nie uznajac istnienia pojeciowego.
Traktuje wiec obiekty matematyczne jedynie jako symbole-napisy, a mate-
matyke jako zbiér regut operowania tymi symbolami'®. W kwestii istnienia
zbioréw nominalizm stoi na stanowisku, ze istnieja tylko przedmioty jed-
nostkowe, a wypowiedzi o zbiorach nalezy zinterpretowaé jako wypowiedzi
o indywiduach'®. Gdy chodzi o indywidua, nominalizm formalny dopusz-
cza istnienie obiektéw jednostkowych jakiejkolwiek natury, a tak zwany
nominalizin merytoryczny uznaje istnienie jedynie obiektow indywidual-
nych pewnego okreslonego rodzaju, np. rzeczy fizycznych (reizm T. Kotar-
bifiskiego)!”. Nominalizm jest ontologia typowa dla formalizmu, zwlaszcza
skrajnego, cho¢ twérca formalizmu — Hilbert — nie byl wlasciwie nomina-
lista.

(3) Konstruktywizm albo (neo)konceptualizm!® (wedtug Z. Hajduka
jest on odmiana subiektywnego idealizmu'?), w szczegdlnoéci intuicjonizm,
uznaje istnienie tylko tych obiektéw matematycznych (zbioréw), ktére sa
konstruowalne, a wiec ktére mozna skonstruowaé ze zbioréw, ktérych ist-
nienie jest intuicyjnie oczywiste??. Konstruktywizm nie jest zreszta stano-
wiskiem zupelnie jednolitym i $cidle okreslonym z punktu widzenia ontolo-
gii. Murawski wyrdznia trzy wersje konstruktywizmu: (1) obiektywistyczna,
traktujaca konstrukcje jako twory istniejace niezaleznie od podmiotu (by-

12Por. tamze, s. 132, a takze A. Lubomirski, O uogdlnianiu w matematyce, s. 44.
13Por. R. Murawski, Filozofia matematyki. Zarys dziejéw, s. 167.

4Ppor. M. Heller, Nauka i wyobraznia, Znak, Krakéw 1995, s. 160.

5Por. Z. Hajduk, Ontologiczne zalozenia matematyki, s.132.

16Por. R. Murawski, Filozofia matematyki. Zarys dziejow, s. 168.

7Por. tamze, s. 168-169.

18 A. Lubomirski uzywa terminu ,konstruktywizm” — por. A. Lubomirski, O uogdinia-
niu w matematyce, s. 44; R. Murawski — w odniesieniu do probleméw ontologicznych —
moéwi raczej o ,neokonceptualizmie” — por. R. Murawski, Filozofia matematyki. Zarys

dziejow, s. 168.
YPor. Z. Hajduk, Ontologiczne zalozenia matematyki, s. 131.
20Por. R. Murawski, Filozofia matematyki. Zarys dziejow, s. 168.
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toby to wiec stanowisko bliskie realizmowi); (2) mentalistyczna, wedlug kt6-
rej konstrukcje istnieja jedynie jako wytwory aktéow myslowych matematy-
kéw (ta wersja konstruktywizmu moze by¢ utozsamiona z konceptualizmem)
oraz (3) finitystyczna, ktéra operuje tylko przeksztalcaniem napiséw (sta-
nowisko bliskie nominalizmowi)??.

Obok wymienionych trzech klasycznych stanowisk w kwestii sposobu ist-
nienia przedmiotéw matematyki jest mozliwe czwarte stanowisko: potrak-
towanie tradycyjnie rozumianych kwestii ontologicznych jako pseudopro-
blemu filozoficznego, zupelnie nieistotnego dla praktyki badawczej w mate-
matyce??. Takie jest na przyktad stanowisko R. Carnapa i W. V. Quine’a,
okreslone przez Z. Hajduka jako fikcjonalizm, odrebny od tradycyjnego fik-
cjonalizmu F. Nietzschego i H. Vaihingera?®. Fikcjonalizm (podobnie jak
nominalizm) pozostaje w opozycji do ,tradycyjnego modelu esencjalnego”
w ontologii matematyki?*. Na plaszczyznie ontologicznej obiekty matema-
tyczne istnieja wedlug Quine’a podobnie jak wytwory sztuki: sa tworami
fikcyjnymi?®. Stanowisko to nie jest jednak catkowita rezygnacja z wszelkiej
ontologii: istnienie formalne (typowe dla obiektéw matematycznych) jest od-
mienne od istnienia realnego i podlega odmiennej ontologii, ktorej jezykiem
(w odréznieniu od jezyka potocznego, wzbogaconego jedynie terminologia
filozoficzna, stosowanego w ontologii tradycyjnej) jest rachunek predyka-
téw26. Tak pojeta ontologia matematyki jest blizsza teorii podstaw mate-
matyki niz tradycyjnie rozumianej filozofii. Quine nie respektuje zreszta réz-
nicy miedzy ontologia a nauka, gltoszac teze o zasadniczej jednoéci wiedzy?7.
M. Heller pisze: ,Quine sadzi, ze jego koncepcja jezykowych ‘konsekwencji
ontologicznych’, tzn. przeklad sporéw ontologicznych na problem seman-
tyczny, ‘dotyczacy stéw i sposobu ich uzywania’, jest w stanie uwolnié filo-
zofie matematyki od ‘jalowych konfliktéw’ miedzy ‘odmiennymi punktami
widzenia' 28,

Do probleméw ontologicznych w filozofii matematyki trzeba zaliczy¢
takze zagadnienie istnienia zbioréw nieskonczonych. Do czasu powstania

21por. tamze, s. 168; por. tamze, s. 123, gdzie ostatnie stanowisko jest nazwane wprost
,<hominalizmem”.

22Por. tamze, s. 169.

23Por. Z. Hajduk, Ontologiczne zatoZenia matematyki, s. 115.

24Por. tamze, s. 115.

25Por. tamze, s. 128.

26por. tamze, s. 118-119.

27Por. tamze, s. 118.

28M. Heller, Nauka i wyobraznia, s. 161.
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teorii mnogosci wiekszo$¢ matematykdéw z duza rezerwa odnosita sie do
nieskonczonodci aktualnej, uznajac jedynie nieskoficzonosé potencjalna. Juz
u matematykow starozytnej Grecji mozna zauwazy¢ obawe przed nieskon-
czono$cia aktualng. Przejawem tej obawy byly na przyklad trudnosci w za-
akceptowaniu liczb niewymiernych. Powodem niecheci matematykéw do nie-
skoficzonosci aktualnej byl miedzy innymi brak $cistego pojecia granicy
i zwiazane z tym paradoksy Zenona z Elei. Juz w starozytnosci znano praw-
dopodobnie takze inny paradoks dotyczacy zbioréw aktualnie nieskonczo-
nych, a polegajacy na tym, ze zbiér nieskonczony moze byé¢ réwnoliczny ze
swoja czescig wladciwa. Paradoks ten znal prawdopodobnie juz Plutarch
(ok. 46-120), wyraznie sformutowal go neoplatoniczyk Proklos Diadochus
(410-485), a pozniej Galileusz (1564-1642). Dopiero w XIX w. R. Dedekind
i G. Cantor uznali ten ,paradoks” za istotng wlasno$é odrézniajaca zbiory
nieskonczone od skonczonych i wykorzystali te wlasnosé do zdefiniowania
zbioréw nieskonczonych??.

Rozwoj badan w dziedzinie podstaw matematyki, a w szczegdlnosci roz-
wdéj teorii mnogosci, przelamal w duzym stopniu nieche¢ matematykdw
do moéwienia o nieskonczonosci aktualnej. Z jednej strony teoria mnogo-
$ci Cantora stala sie pierwsza teoria zbioréw nieskonczonych, z drugiej
jednak strony odstonila cala, nieznana wczesniej matematykom, ztozonosé
problemu nieskonczonosci aktualnej. Po pierwsze nowe antynomie, ktére
pojawily sie w teorii mnogosci, zmusily matematykow do takiej modyfika-
cji teorii, by ograniczy¢ mozliwosé tworzenia ,dowolnie duzych” zbioréw
(jedna z takich modyfikacji jest aksjomatyczna teoria mnogosci Zermela—
FraenklaY). Po drugie okazalo sie, ze istnieje nieskoficzenie wiele ,rodza-
jéw” nieskoficzonosci: moce zbioréw nieskonczonych (czyli liczby kardynalne
pozaskonczone) tworza ciag hierarchiczny. Cantor dowiddl, ze zbiér pote-
gowy zbioru liczb naturalnych (czyli zbidr wszystkich podzbioréw zbioru
liczb naturalnych) jest liczniejszy niz zbiér liczb naturalnych, a réwnoliczny
ze zbiorem wszystkich liczb rzeczywistych. Przypuszczenie, Ze nie istnieje za-
den nieskonczony podzbior zbioru liczb rzeczywistych, ktérego moc bytaby
wieksza niz moc zbioru liczb naturalnych i réwnocze$nie mniejsza niz moc
zbioru liczb rzeczywistych nazwano ,hipotezg continuum”3!. Hipoteza ta,
po wielu prébach jej udowodnienia lub obalenia, okazala sie niezalezna od

29Por. R. Murawski, Filozofia matematyki. Zarys dziejow, s. 162-164.

30Por. tamze, s. 171-172.

31Jest to jedno ze sformulowan hipotezy continuum, pochodzace od Cantora, histo-
rycznie wczedniejsze (1878). W roku 1883 Cantor podal inne sformulowanie, ktére jest
réwnowazne poprzedniemu przy zatozeniu pewnika wyboru. Nazwa ,hipoteza continuum”
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aksjomatéw teorii mnogoséci Zermela—Fraenkla3?. Problemy z hipoteza conti-
nuum oraz z budzacym takze wiele kontrowersji pewnikiem wyboru (pewnik
ten jest rowniez niezalezny od pozostalych aksjomatow teorii wzglednosci
Zermela—Fraenkla, a jako niekonstruktywny i majacy pewne paradoksalne
konsekwencje bywa czesto kwestionowany>?) spowodowaly intensywne po-
szukiwania innych, alternatywnych wobec aksjomatycznej teorii mnogosci
Zermela—Fraenkla, rozwiazan w dziedzinie podstaw matematyki. Prébowano
na przyktad dotaczaé do aksjomatow teorii mnogosci kolejne pewniki, po-
stulujace istnienie duzych liczb kardynalnych (zwane aksjomatami nieskon-
czonosci®). W takich systemach hierarchia liczb kardynalnych pozaskoniczo-
nych jest jeszcze bardziej skomplikowana niz w systemie Cantora. Wszystkie
te proby ,poradzenia sobie” z nieskonczono$cia aktualna sugeruja jednak
pytanie, czy nieskonczono$é jest w ogble potrzebna w matematyce skonczo-
nej3®. Juz intuicjonizm, bedacy reakcjg na teorie mnogoéci Cantora i me-
tody dowodu w niej stosowane, odrzucal istnienie nieskonczonosci aktualnej,
prowadzil jednak do znacznego zubozenia matematyki. Program formalizmu
zakladal usprawiedliwienie matematyki infinitystycznej przy pomocy metod
finitystycznych, jednak program ten zalamatl sie wraz z odkryciem twierdzen
limitacyjnych. Wedlug Murawskiego pewne wyniki Godla i jego kontynu-
atorow badajacych niezupelnosé arytmetyki liczb naturalnych prowadza do
wniosku, ze ,co najmniej pierwszy stopien nieskonczonosci w teorii mno-
gosci Cantora jes t konieczny dla matematyki (doktadniej: kombinatoryki)
skonczonej”3%. Ten sam autor wyraza jednak przekonanie, ze w ,matema-
tyce stosowanej” (przy zastrzezeniu calej nieprecyzyjnosci tego okreslenia)
mozna sie raczej obejé¢ bez nieskonczonosci®’.

W zwiazku z badaniami nad hipoteza continuum K. Wojtowicz zauwaza:
,Okazalo sie zatem, ze odpowiedzi na pytanie o ‘prawdziwa’ wartosé conti-
nuum nie mozemy poszukiwaé¢ w sformalizowanej teorii mnogosci. Hipoteza
continuum staje sie zatem problemem z pogranicza matematyki i filozofii” 38.

jest pdézniejsza i pochodzi od Bernsteina (1905). Por. R. Murawski, Filozofia matematyks.
Zarys dziejow, s. 181-182.

32Por. R. Murawski, Filozofia matematyki. Zarys dziejow, s. 183.

33Por. tamze, s. 177-181.

34Por. tamze, s. 187.

35Por. tamze, s. 189.

36Tamze, s. 189.

37Por. tamze, s. 190.

38K. Wéjtowicz, O losowaniu liczby z odcinka, ,Zagadnienia Filozoficzne w Nauce”
20: 1997, s. 83.
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Jest to przyklad wzajemnego powigzania teorii podstaw matematyki i filo-
zofii; trudno tu wskazaé¢ wyrazng granice miedzy tymi dwoma dziedzinami
wiedzy.

Problem istnienia nieskonczonosci aktualnej ukazuje z cala ostroscia, jak
bardzo odpowiedz na tradycyjne pytania ontologiczne jest we wspdlczesnej
filozofii matematyki sprzezona z wynikami badan nad podstawami matema-
tyki.

2. Zagadnienia epistemologiczne

Epistemologia matematyki zajmuje sie problemem natury i Zrédet po-
znania matematycznego, a wigc pytaniem o charakter sadéw matematycz-
nych i o Zrédia poznania apriorycznego, a takze zagadnieniem granic po-
znania w matematyce3?.

Od czas6w Kanta w epistemologii wyrdznia sie sady (lub zdania; sad
w sensie logicznym jest to znaczenie zdania oznajmujacego?®) analityczne
i syntetyczne. Sady syntetyczne z kolei moga by¢ a priori lub a posteriori.
Sady analityczne sa to sady, ktérych prawdziwos$é lub falszywos$é moze byé
orzeczona na podstawie samego znaczenia zawartych w nich wyrazen; sady
syntetyczne to sady, ktorych uznanie lub odrzucenie wymaga wykroczenia
poza sfere znaczen. Uznanie lub odrzucenie sadow a priori jest mozliwe bez
odwolywania sie do doswiadczenia, w przeciwienstwie do sadoéw a posteriori,
opierajacych sie na do$wiadczeniu®!.

Odwieczny spor aprioryzmu z empiryzmem na terenie epistemologii jest
w swej istocie sporem o role rozumu i do$wiadczenia w warto$ciowym po-
znaniu. J. Wolenski tak okresla gléwne stanowiska w tym sporze: ,,Aprio-
ryzm skrajny (np. Platona) twierdzi, ze rozum jest jedynym zrédiem wie-
dzy wartosciowej, aprioryzm umiarkowany (np. Kanta), ze rozum jest Zré-
dlem gléwnym, empiryzm skrajny (np. J. S. Milla), ze wiedza wartosciowa
jest uzyskiwana wytacznie na podstawie doswiadczenia, a wreszcie empi-
ryzm umiarkowany (np. Hume’a), ze jest ona uzyskiwana przede wszystkim
na podstawie do$wiadczenia”42. Wolenski (za Ajdukiewiczem) charaktery-

39Por. R. Murawski, Filozofia matematyki. Zarys dziejéw, s. 15; autor zalicza w tym
miejscu do probleméw epistemologicznych takze problemy metodologiczne, ktérych nie
omawia osobno. Por. takze Z. Hajduk, Ontologiczne zalozenia matematyki, s. 131.

40Por. Mala encyklopedia logiki, hasto: ,Sad”, s. 261.

41Por. J. Wolenski, Metamatematyka a epistemologia, PWN, Warszawa 1993, s. 116;
por. takze W. Tatarkiewicz, Historia filozofii, PWN, Warszawa 1970, t. 2, s. 165.

427 Wolenski, Metamatematyka a epistemologia, s. 116.
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zuje poszczegdlne kierunki w sporze aprioryzm — empiryzm przez przypo-
rzadkowanie im typéw zdan, ktore poszczegdlne kierunki uwazaja za war-
tosciowe poznawczo. Aprioryzm skrajny uznaje zdania analityczne i syn-
tetyczne a priori. Aprioryzm umiarkowany przyjmuje za wyrazajace war-
toSciowe poznanie zdania analityczne, syntetyczne a priori i syntetyczne
a posteriori. Empiryzm skrajny akceptuje jako wartosciowe poznawczo je-
dynie zdania syntetyczne a posteriori, a empiryzm umiarkowany zdania ana-
lityczne i zdania syntetyczne a posteriori3.

Jaki charakter maja sady (zdania) matematyczne? Kant uznal sady
logiki za sady analityczne. Sa one aprioryczne, konieczne i tautologiczne
(orzecznik jest zawarty w podmiocie), a ich prawdziwo$é wynika z zasady
sprzecznosci (to powiazanie prawdziwosci z zasada sprzecznosci stanowi we-
dtug Kanta kryterium analitycznoéci)*t. Jednak sady analityczne nie po-
wigkszaja naszej wiedzy, podczas gdy — zdaniem Kanta — zaréwno czy-
sta matematyka, jak i matematyczne przyrodoznawstwo bez watpienia wie-
dze powiekszaja. Dlatego Kant zaliczyt wszystkie sady czystej matematyki
(w szczegblnosdei arytmetyki i geometrii) do sadéw syntetycznych a priori
(Kant rozréznial sady syntetyczne a priori intuicyjne i dyskursywne; sady
matematyczne sa intuicyjnymi sadami a priori, w odroznieniu od dyskur-
sywnych sadéw filozofii)*°. Najistotniejszym problemem filozofii Kanta byta
odpowiedZ na pytanie, w jaki sposéb mozliwe sa sady syntetyczne a priori.
Kant wskazal tu na role apriorycznych warunkéw poznania, ktérymi sg prze-
strzen i czas, jako czyste formy naocznoéci (wedlug Kanta przestrzen i czas
nie istnieja poza nami, lecz sa stalymi formami naszej zmyslowosci) oraz
aprioryczne formy rozumu — kategorie intelektu®. W Prolegomenach do
wszelkiej przyszlej metafizyki, ktora bedzie mogla wystqpié jako nauka Kant
pisal: ,Ot6z przestrzen i czas sa tymi danymi naocznymi (Anschauungen),
ktoére czysta matematyka kladzie u podstaw wszystkich swych poznan i sa-
dow, wystepujacych zarazem jako apodyktyczne i konieczne. Matematyka
bowiem musi wszystkie swe pojecia przedstawi¢ najpierw w naocznosci, czy-
sta za$ matematyka — w czystej naocznosci, tj. musi je konstruowaé. Bez
takiej naocznosci nie moze ona ani kroku uczynié (nie moze bowiem postepo-
waé analitycznie, to znaczy przez rozbidér pojeé, lecz tylko syntetycznie), do-
péki mianowicie brak jej czystej naocznosci, w ktérej jedynie moze byé dany

43Por. tamze, s. 116-117.

44Por. tamze, s. 124-127.

45Por. R. Murawski, Filozofia matematyki. Zarys dziejow, s. 52.
46Por. tamze, s. 53.
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material do sadéw syntetycznych a priori. Geometria ktadzie u swych pod-
staw czysta naoczno$¢ przestrzeni. Arytmetyka nawet swoje pojecia liczb
wytwarza przez kolejne dotaczanie jednostek w czasie; zwlaszcza jednak
czysta mechanika moze wytworzy¢ swoje pojecia ruchu tylko za pomoca wy-
obrazenia czasu”4”. Kant odréznial tez matematyke czysta od matematyki
stosowanej. Twierdzenia matematyki czystej sg zawsze zdaniami syntetycz-
nymi a priori, natomiast zdania matematyki stosowanej sa albo zdaniami
syntetycznymi a priori (gdy dotycza przestrzeni i czasu), albo zdaniami
syntetycznymi a posteriori (gdy maja tre$é empiryczna)®®.

W XX-wiecznej filozofii matematyki najblizsze stanowisku Kanta sa po-
glady konstruktywistow, ktorzy — podobnie jak Kant — uwazaja zdania
matematyki za zdania syntetyczne a priori. W szczegdlnosci twérca intuicjo-
nizmu Brouwer, nie mogac podtrzymywacé tezy Kanta o apriorycznosci prze-
strzeni (wobec odkrycia geometrii nieeuklidesowych), wywodzil wszystkie
pojecia matematyki, takze geometrii (w szczegélnosci pojecie continuum),
z apriorycznosci czasu®?.

Tworca logicyzmu G. Frege, w odréznieniu od Kanta, uwazal twierdze-
nia arytmetyki za analityczne i aprioryczne. Byto to naturalna konsekwencja
jego przekonania, ze arytmetyke mozna wyprowadzi¢ z logiki. Frege przeciw-
stawial arytmetyke geometrii, ktorej aksjomaty moga by¢ wybrane z pewna
dowolnoécia, a wiec ich zaprzeczenie nie musi prowadzi¢ do logicznej sprzecz-
nosci. Z tego powodu uwazal twierdzenia geometrii za syntetyczne i aprio-
ryczne®®. Russell nie uznawal zdan syntetycznych a priori. Matematyka czy-
sta jest wedlug niego zawsze analityczna. Geometria czysta zajmuje sie tylko
wyprowadzaniem twierdzen z aksjomatéw, nie badajac ich prawdziwosci, nie
zawiera wiec niczego, co nie wynikaloby z logiki. Natomiast geometria sto-
sowana (jako dzial fizyki) jest nauka empiryczna — jest syntetyczna, ale
a posteriorid!.

Hilbert, formulujac program formalizmu, pragnal znalezé w matema-
tyce finitystycznej usprawiedliwienie dla matematyki infinitystycznej. Jego
zdaniem pojecie nieskonczonosci jest w matematyce niezbedne, ale zdania
moéwiagce o nieskonczono$ci same w sobie nie maja zadnej wartosci logicz-

471. Kant, Prolegomena do wszelkiej przyszlej metafizyki, ktéra bedzie mogla wystapié
jako nauka, [fragment w:] Filozofia matematyki. Antologia tekstéw klasycznych, wybor
i oprac. R. Murawski, UAM, Poznan 1986, s. 111-112.

48Por. R. Murawski, Filozofia matematyki. Zarys dziejéw, s. 54-55.

49Por. tamze, s. 105-106.

50por. J. Woleniski, Metamatematyka a epistemologia, s. 130-131.

51Por. tamze, s. 133-134.
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nej. Nieskoniczonosé jest idea czystego rozumu w sensie Kanta, pojeciem we-
wnetrznie niesprzecznym, ale niemozliwym do zrealizowania w rzeczywisto-
$ci®2. Formalizm poprzez zadanie aksjomatyzacji calej matematyki przyczy-
nit si¢ do upowszechnienia przekonania o hipotetycznym charakterze twier-
dzen matematycznych: aksjomaty i reguty wynikania przyjmuje si¢ dowolnie
(tak jednak, by nie prowadzily do sprzecznosci), a twierdzenia wyprowa-
dza si¢ w sposéb czysto ,mechaniczny” z aksjomatéw. Mozna méwi¢ o ich
prawdziwoéci tylko przy zatozeniu, ze aksjomaty i reguty wnioskowania sa
prawdziwe (cokolwiek by to miato znaczy¢)53.

R. Carnap byl myslicielem, ktéry stanowczo odrzucil mozliwos¢é zdan
syntetycznych a priori. Na jego stanowisko duzy wplyw wywarly poglady
logicystéw. Od Fregego przejal my$l, ze podstawa analitycznosci jest logika,
od Russella przekonanie, ze cala matematyka jest analityczna®*. Carnap
pozostawal tez pod silnym wplywem Traktatu logiczno—filozoficznego Witt-
gensteina (1922), ktéry wéréd sensownych zdan logiki wyrdznit dwa przy-
padki skrajne: zdania zawsze prawdziwe (to znaczy prawdziwe przy kazdym
warto$ciowaniu prawdziwosciowym ich zdan elementarnych) to tautologie,
zdania zawsze falszywe sa sprzeczne. Jedne i drugie nie méwia nic o rze-
czywistosci. Tezy logiki sa tautologiami, a wiec nic nie wnosza do naszej
wiedzy. Carnap usitowal te mysl Wittgensteina rozciagnaé na cala matema-
tyke: chcial tak zdefiniowaé zdania analityczne, by definicja ta obejmowala
wszystkie zdania matematyki i by okazaly si¢ one tautologiami w sensie Wit-
tgensteina, a wiec zdaniami bez informacji o faktach. Carnap zdawal sobie
sprawe z trudnoSci w realizacji takiego programu, wynikajacych z twier-
dzenia Godla o niezupelnosci arytmetyki. Usilowal ominaé te trudnosci,
wprowadzajac dwa poziomy jezyka i pojecie L-prawdy, jednak problem nie
zostal do konca rozwiazany i okazal si¢ jedna z zasadniczych trudnosci pozy-
tywizmu logicznego, uznajacego tylko dwa rodzaje zdan sensownych: zdania
analityczne, bedace tautologiami i nic nie wnoszace do naszej wiedzy oraz
zdania syntetyczne a posteriori, rozumiane jako sprawozdanie z ,nagich fak-
tow dogwiadczalnych” 55,

W kwestiach statusu epistemologicznego zdan matematyki trzeba od-
notowaé takze stanowisko empirystow skrajnych, uznajacych zdania ma-
tematyczne za syntetyczne a posteriori, a wiec za zdania doswiadczalne.

52Por. R. Murawski, Filozofia matematyki. Zarys dziejow, s. 126-127.
53Por. M. Heller, Szczescie w przestrzeniach Banacha, s. 80.

54Por. J. Wolenski, Metamatematyka a epistemologia, s. 135.

55Por. tamze s. 135-141.
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Takie stanowisko zajmowal J. S. Mill, jeden z gléwnych przedstawicieli
XIX-wiecznego empiryzmu. Mill obok indukcji, ktéra uwazal za podstawe
wszelkiej wiedzy wartosSciowej poznawczo, uznawal takze dedukcje, dopusz-
czalng w matematyce; uwazal jednak, ze zrédlem matematyki jest rzeczywi-
stos¢ zmystowa. Pojecia matematyki sa wyabstrahowane z otaczajacej nas
rzeczywistosci. Dedukcja pozwala poprawnie wyprowadzi¢ twierdzenia ma-
tematyki z zalozen, ale zalozenia te pochodza ostatecznie z indukcji. Dla-
tego twierdzenia matematyki nie sa prawdami pewnymi i koniecznymi®®.
W XX wieku kontynuacja stanowiska Milla sa poglady tych filozoféw, kté-
rzy traktuja matematyka jako wiedz¢ w wigkszym lub mniejszym stopniu

empiryczng, np. koncepcje I. Lakatosa®”.

Wraz z rozwojem metamatematyki i teorii podstaw matematyki zazna-
cza sie coraz wiekszy wplyw tych dyscyplin na epistemologie matematyki.
Wolenski zauwaza, ze problem apriorycznoéci jest problemem bardziej ,fi-
lozoficznym” niz problem analitycznosci, gdyz ten drugi tatwiej poddaje sig
analizom metamatematycznym®®. Dlatego tez wplyw badan w dziedzinie
podstaw matematyki na pojecie analitycznosci jest bardziej bezposredni.
Na przyklad Godel (inaczej niz Carnap) uwazal, ze nierozstrzygalnos$é aryt-
metyki przeczy jej analitycznosci. 1. Copi, postugujac sie metamatema-
tyka, probowal uzasadnié¢, ze zdanie stwierdzajace niesprzecznos¢ arytme-
tyki jest zdaniem syntetycznym a priori®®. Podobny wniosek z tak zwanej
tezy Churcha (méwiacej, ze klasa funkcji obliczalnych w sensie intuicyjnym
jest identyczna z klasg funkcji rekurencyjnych®’) oraz z twierdzenia Churcha
o nierozstrzygalnosci rachunku predykatéow wyciaga Ch. Castonguay, ktory
uwaza, ze poznanie matematyczne jest syntetyczne a priori®'. J. Wolenski,
przeciwnie, z rozwazan metamatematycznych wnioskuje, ze matematyka jest
analityczna. Autor ten wyrdznia absolutng i relatywna analitycznosé. Abso-
lutne zdania analityczne to takie zdania, ktore sa analityczne z uwagi na do-
wolna teorie T'; relatywne zdania analityczne to zdania analityczne z uwagi
na okreslona teorie T'. Absolutne zdania analityczne sa wedlug Wolenskiego

56Por. Filozofia matematyki. Antologia tekstéw klasycznych, wstep R. Murawskiego do
tekstu J. S. Milla na s. 131.

57Por. R. Murawski, Filozofia matematyki. Zarys dziejéw, s. 147-149.

58Por. J. Wolenhski, Metamatematyka a epistemologia, s. 118.

59Por. tamsze, s. 153-154.

60Por. tamsze, s. 61.

61por. tamze, s. 157.
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szczegdlnym przypadkiem relatywnych zdah analitycznych®?. W sensie ab-
solutnym analityczna jest logika, dlatego jej twierdzenia sa tautologiami.
Natomiast pojecia zbioru i nalezenia do zbioru sa analityczne w sensie rela-
tywnym, a to pociaga za sobg analitycznos¢ w sensie relatywnym aksjoma-
tow teorii mnogosci i calej matematyki. Relatywne zdania analityczne nie sg
tautologiami, a wigc stanowisko to uzasadnia, dlaczego matematyka nie jest
kolekcja tautologii®. Jeszcze inne stanowisko reprezentuje DeLong, ktéry
uwaza, ze w $wietle osiaggnie¢ metamatematyki dystynkcja ,analityczny —
syntetyczny” stala si¢ przestarzata i nie ma sensu pytaé, czy na przyktad
zdanie nierozstrzygalne w sensie Godla jest analityczne, czy syntetyczne®t.

Postepy metamatematyki moga posrednio mie¢ wplyw takze na pytanie
o aprioryczno$¢ matematyki. Wolenski uwaza, ze rozréznienie analitycznosci
w sensie absolutnym i w sensie relatywnym moze sugerowaé¢ podobny po-
dzial zdan a priori na absolutnie aprioryczne (niezalezne od jakiegokolwiek
do$wiadczenia) i relatywnie aprioryczne (niezalezne od pewnego doswiadcze-
nia). Absolutna analityczno$é nie musialaby i$¢ w parze z absolutna aprio-
ryczno$cig. Umiarkowany empiryzm nie musi rezygnowac z uznania wiedzy
absolutnie analitycznej za wartosciowa, gdyz zdania absolutnie analityczne
moglyby byé oparte na relatywnym poznaniu a priori®®.

Czy poznanie matematyczne jest zrédlem wiedzy o jakiej$ rzeczywisto-
$ci, a wiec czy w matematyce mozliwe jest poznanie obiektywne? Jesli tak, to
w jaki sposob mozemy wiedzie¢ cos o obiektach matematycznych? Problemy
te sa Scisle zwiazane ze stanowiskiem ontologicznym w kwestii sposobu ist-
nienia przedmiotéw matematyki. Dla konstruktywistéw obiekty matema-
tyczne sa tylko naszymi konstrukcjami, wiec — jak zauwaza Lubomirski
— problemem staje sie raczej pytanie, w jaki sposéb mozliwa jest w ma-
tematyce jakakolwiek niewiedza®®. Konsekwentny formalizm nie interesuje
sie tym zagadnieniem. Pytanie o zrédla naszej wiedzy o obiektach matema-
tycznych staje sie istotnym problemem dla platonikéw, uznajacych realne
i niezalezne od podmiotu istnienie przedmiotéw matematycznych. Poznanie
matematyczne jest dla przedstawicieli platonizmu ,odkrywaniem” realnie
istniejacej matematycznej rzeczywistodci, a wiec jest poznaniem obiektyw-

62Por. tamze, s. 161-167; J. Wolenski definiuje absolutng i relatywna analitycznoéé
w sensie semantycznym, syntaktycznym i pragmatycznym, postugujac sie aparatem me-
tamatematyki.

63Por. tamze, s. 164-165.

64Por. tamze, s. 157.

65Por. tamze, s. 169.

66Por. A. Lubomirski, O uogdlnianiu w matematyce, s. 46.
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nym. Platon uwazal, ze wiedza o ideach jest pewna, konieczna i jest wiedza
wrodzona, a zrédlem tej wiedzy jest ,przypomnienie” (&vduveoic) tego, co
umyslt ludzki ogladal w poprzednim zyciu®”. K. Godel dostrzegat zrédlo
wiedzy matematycznej w specjalnej zdolnosci ludzkiego umystu — intuicji
matematycznej, a wspolczesny platonik R. Penrose nazywa zdolno$é¢ umy-
stu, ktora pozwala nam odkrywaé obiekty ze Swiata matematyki, ,,wgladem
matematycznym” 8.

Problem Zrédel poznania matematycznego taczy sie z problemem granic
tego poznania. Czy wyniki badan metamatematycznych, a w szczegdlnosci
twierdzenia limitacyjne, oznaczaja ograniczenie mozliwosci naszego pozna-
nia w dziedzinie matematyki? J. Wolenski pisze na ten temat: ,Niektorzy
autorzy (np. Myhill [1952], Post [1941]) uwazaja, ze twierdzenia limitacyjne
moga by¢ potraktowane jako tezy o umyéle ludzkim i jego ograniczeniach.
Nie podzielam tego pogladu, gdyz twierdzenia limitacyjne literalnie doty-
cza systemow formalnych i niczego wiecej. Aby je zastosowaé do analizy
poznania (w sensie epistemologicznym), trzeba dokonaé¢ pewnej pracy inter-
pretacyjnej i preparacyjnej” 9. R. Penrose uwaza, ze twierdzenia limitacyjne
jasno ukazuja, iz ,pojecia matematycznej prawdy nie mozna zadowalajaco
uja¢ w zadnym systemie formalnym” . Jednak umyst ludzki ma dostep do
prawdy matematycznej dzieki zdolnosci ,,wgladu matematycznego”. Umyst
nie podlega ograniczeniom wynikajacym z twierdzen limitacyjnych, ponie-
waz jego dzialanie — w odréznieniu od dziatania wspoélczesnych kompu-
teréw — nie jest algorytmiczne” . Natomiast z cala pewnoécig twierdzenia
limitacyjne ujawniaja ograniczenia metody aksjomatycznej w przypadku bo-
gatszych systeméw i niemozliwo$é pelnej realizacji programu formalizmu.

Zwiazek miedzy teorig podstaw matematyki a filozofig matematyki jest
szczegblnie wyrazny w przypadku problemu prawdy matematycznej. Pojecie
prawdy rozwazane jest zaréwno w epistemologii, jak i w semantyce, trakto-
wanej jako dzial logiki’2. Klasyczna teorig prawdy na terenie epistemologii
jest tak zwana korespondencyjna teoria prawdy. Poczatki tej teorii mozna

67Por. W. Tatarkiewicz, Historia filozofii, t. 1, s. 83.

68Por. A Schinzel, Prawda i istnienie w matematyce, [w:] Nauka — religia — dzieje.
VII Seminarium Interdyscyplinarne w Castel Gandolfo 3—5 sierpnia 1993, red. J. Janik,
UJ, Krakéw 1994, s. 73 oraz R. Penrose, Nowy umyst cesarza. O komputerach, umysle
i prawach fizyki, PWN, Warszawa 1995, s. 130—134.

69J. Wolenski, Metamatematyka a epistemologia, s. 115.

70R. Penrose, Nowy umysi cesarza. O komputerach, umysle i prawach fizyki, s. 133-134.

"1Por. tamze, s. 456-458.

2Por. Mala encyklopedia logiki, hasto: ,Prawda”, s. 215.
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znalez¢ juz w pismach Platona i — zwlaszcza — Arystotelesa. Najbardziej
znanym sformutowaniem klasycznej korespondencyjnej definicji prawdy jest
— oparta na koncepcji Arystotelesa — definicja $w. Tomasza z Akwinu: Ve-
ritas est adaequatio intellectus et rei, secundum quod intellectus dicit esse
quod est vel non esse quod non est’®.

Wraz z rozwojem logiki formalnej pojawit sie problem zdefiniowania
prawdy w logice. B. Russel sformutowal nawet warunki, jakie powinna spet-
nia¢ dobra teoria prawdy”®. Jednak przez do$é¢ diugi czas logicy unikali ra-
czej zagadnien semantycznych, skupiajac sie na sprawach syntaktycznych,
dotaczajac co najwyzej uwagi semantyczne zredagowane w sposéb niefor-
malny. Powodem unikania probleméw semantycznych byla $wiadomosé, ze
przeniesienie klasycznej definicji prawdy na teren logiki formalnej prowadzi
natychmiast do antynomii (na przyktad tak zwana antynomia ktamcy)™.
Poprawna semantyczna definicje prawdy podal A. Tarski (po raz pierwszy
w roku 19337%), unikajac antynomii poprzez wyrazne oddzielenie jezyka od
metajezyka’”. Definicja Tarskiego bywa uwazana za semantyczny odpowied-
nik klasycznej korespondencyjnej teorii prawdy. Tarski zdawal sobie sprawe
z tego, ze jego definicja prawdy jest rozwiazaniem problemu nalezacego do
zakresu teorii poznania. Dlatego w swojej pracy z roku 1933 wyrazil prze-
konanie, ze semantyczna definicja prawdy zainteresuje przede wszystkim
epistemologéw 8. Definicja Tarskiego jest jednak w swej istocie definicja se-
mantyczna, bardziej ,logiczng’ niz ,filozoficzna”’. Zachodzi wigc pytanie,
czy i jakie sa jej konsekwencje dla tradycyjnie pojmowane;j filozofii. K. Pop-
per, ktéry entuzjastycznie przyjal definicje prawdy Tarskiego, wyznaje, ze
dzieki niej wyzbyt sie uprzedzen wobec pojecia prawdy: ,,Musze podkresli¢,
ze przed tym, jak dowiedzialem sie od Tarskiego o jego teorii prawdy, moje
sumienie intelektualne byto dalekie od jasnosci w sprawie zalozenia, ze na-

73Cyt. za: J. Wolenski, Metamatematyka a epistemologia, s. 182; por. Sancti Thomae
Aquinatis Quaestiones disputatae. De ente et essentia, t. 3, Consociatio S. Pauli, Barri
— Ducis 1883, s. 7, gdzie jednak znajduje si¢ tylko pierwsza cze¢s¢ definicji przytoczonej
przez J. Woleniskiego: [...] veritas est adaequatio rei et intellectus.

74Por. J. Wolenski, Metamatematyka a epistemologia, s. 174.

"5Por. tamze, s. 208 i 212.

"6W pracy A. Tarski, Pojecie prawdy w jezykach nauk dedukcyjnych, Warszawskie
Towarzystwo Naukowe, Warszawa 1933. Praca ta znajduje si¢ takze w: A. Tarski, Pisma
logiczno—filozoficzne, t. 1: Prawda, PWN, Warszawa 1995, s. 13-172.

TTPor. J. Wolefiski, Metamatematyka a epistemologia, s. 212221, a takze Mala ency-
klopedia logiki, hasto: ,Prawda”, s. 215-217.

"8Por. A. Tarski, Pojecie prawdy w jezykach nauk dedukcyjnych, [w:] A. Tarski, Pisma
logiczno—filozoficzne, t. 1: Prawda, PWN, Warszawa 1995, s. 157-158.
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szym gléwnym zadaniem jest poszukiwanie prawdy |...] Bylem zaklopotany
pojeciem prawdy [...] powiadajac, ze jesli chcemy, mozemy uniknaé go w me-
todologii nauk na rzecz dedukowalnosci i podobnych relacji logicznych” 7.
Popper uwaza, ze definicja Tarskiego moze potwierdzi¢ stanowisko realizmu:
,Leoria Tarskiego, jak wszyscy wiecie i jak on sam pierwszy podkreslil, jest
rehabilitacja i szczegbdlowym opracowaniem teorii klasycznej, ze prawda jest
korespondencja z faktami; i to wydaje mi si¢ potwierdzaé¢ realizm metafi-
zyczny”80. A. Chalmers uwaza jednak, ze te wnioski Poppera wynikaja ze
wzbogacenia technicznego aparatu Tarskiego o zdroworozsadkowe pojecie
prawdy i ze argumenty Poppera nie wystarczaja do uzasadnienia, ze prawda
jest celem nauki®'. Calkowicie odmiennego zdania niz Popper byt sam Tar-
ski, ktéry — choé liczyl na zainteresowanie ze strony filozoféw — byt bar-
dziej niz ostrozny w przewidywaniu filozoficznych konsekwencji swej definicji
prawdy. Pisal: ,Mozemy wiec przyjaé semantyczna koncepcje prawdy nie
porzucajac wlasnego stanowiska epistemologicznego, jakiekolwiek by ono
bylo; mozemy pozosta¢ naiwnymi realistami, krytycznymi realistami lub
idealistami, empirystami lub metafizykami — kimkolwiek byliSmy przed-
tem. W stosunku do tych wszystkich spraw semantyczna koncepcja prawdy
jest calkowicie neutralna”®2. Takie stanowisko bylo by¢ moze konsekwen-
cja sceptycyzmu Tarskiego odnoénie do mozliwosci rozwiazania (czy nawet
poprawnego sformutowania) problemu prawdy na gruncie filozofii. Autor se-
mantycznej teorii prawdy pisal nawet: ,Ogolnie rzecz biorac, nie sadze, ze
istnieje co$ takiego jak ‘filozoficzny problem prawdy’” 8. Niezaleznie od za-
prezentowanego tu stanowiska Tarskiego jego teoria prawdy bez watpienia
oddziatata na filozoféw, wzmacniajac pozycje tradycyjnej korespondencyj-
nej teorii prawdy (choéby przez pokazanie, ze stanowisko tradycyjne nie
musi prowadzi¢ do antynomii) i usuwajac niektére watpliwosci wobec reali-
zmu ontologicznego i epistemologicznego.

W epistemologii obok korespondencyjnej teorii prawdy istniaty juz przed
publikacja wynikow Tarskiego inne préby rozwiazania problemu prawdy:
teoria koherencyjna i teoria pragmatyczna. Pragmatyczna teoria prawdy,

T9Cyt. za: J. Woleriski, Metamatematyka a epistemologia, s. 207.
80Cyt. za: J. Woletiski, Metamatematyka a epistemologia, s. 210.
81Por. A. Chalmers, Czym jest to, co zwiemy naukq? Rozwazania o naturze, statusie
metodach nauki. Wprowadzenie do wspélczesnej filozofii nauki, Siedmiorég, Wroctaw
1993, s. 193-194.

82 A. Tarski, Semantyczna koncepcja prawdy i podstawy semantyki, [w:] A. Tarski, Pi-
sma logiczno—filozoficzne, t. 1: Prawda, PWN, Warszawa 1995, s. 267.

83Tamze, s. 267.

.
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pochodzaca od W. Jamesa (1842-1910), byla przez swego twérce stosowana
glownie w dziedzinie pogladéw religijnych. Przeniesiona na grunt badan
naukowych stwierdza ona, ze te teorie mozna uznaé¢ za prawdziwe, ktére
okazuja sie ,dobre” w praktyce®*. Pragmatyczne kryterium prawdy jest na
tyle niejasne i nieprecyzyjne, ze — jak sie wydaje — nie moze stanowic
powaznej konkurencji dla korespondencyjnej teorii prawdy, przynajmniej
w matematyce (kryterium to akceptuje na przyktad Quine, stosujac je nie
do pojedynczych twierdzen, lecz do caltych teorii matematycznych®®). Ko-
herencyjna teoria prawdy, ktorej pewne elementy mozna znalez¢ juz u wcze-
$niejszych mysélicieli, poczynajac od Kartezjusza, zostala sformutowana po
raz pierwszy wyraZnie przez Bradleya na przelomie XIX i XX wieku (na
gruncie neoheglizmu), a potem rozwinieta na gruncie empiryzmu logicznego
przez O. Neuratha i C. Hempla i jest nadal do$¢ popularna (na przyklad
Quine uwaza ja za konkurencyjna w stosunku do koncepcji klasycznej)30.
Wedlug teorii koherencyjnej prawdziwosé (lub falszywos$é) nie przystuguje
izolowanym zdaniom, lecz zdaniom traktowanym jako elementy pewnego
systemu twierdzen. Zdanie jest prawdziwe, jesli dolaczone do pewnego sys-
temu twierdzen tworzy z nim spdjna calo$é¢ (przy czym chodzi o co$ wie-
cej, niz tylko niesprzecznosé; kryteria prawdziwosci nie zostaly dotad pre-
cyzyjnie i jednoznacznie ustalone)®”. Jednym z najpowazniejszych zarzu-
tow przeciw tej teorii prawdy jest fakt, ze dwa rézne systemy zdan (np.
sformalizowane systemy aksjomatyczne) moga by¢ wewnetrznie koherentne,
a réwnoczeénie sprzeczne ze soba®®. J. Woleniski podaje w swej pracy Meta-
matematyka a epistemologia takze inne argumenty przeciwko koherencyjnej
teorii prawdy, oparte na wynikach badaf metamatematycznych®.
Niezwykle istotnym zagadnieniem filozoficznym jest spér realizm — an-
tyrealizm (lub realizm — idealizm). Mozna méwié¢ o realizmie ontologicz-
nym (w filozofii matematyki takim realizmem jest platonizm) oraz o re-
alizmie epistemologicznym (ostatnio rozwaza sie takze tak zwany realizm
semantyczny). Czesto spotykany jest poglad, ze realizm epistemologiczny
pociaga za soba realizm ontologiczny, ale nie odwrotnie®®. Wolenski pole-
mizuje z powyzszym przekonaniem. Autor ten definiuje realizm epistemolo-

84Por. Mala encyklopedia logiki, hasto: ,Prawda”, s. 216-217.
85Por. R. Murawski, Filozofia matematyki. Zarys dziejéw, s. 138.
86Por. J. Wolenski, Metamatematyka a epistemologia, s. 270.
87Por. Mala encyklopedia logiki, hasto: ,Prawda”, s. 216.

88Por. J. Wolenski, Metamatematyka a epistemologia, s. 276-277.
89Por. tamze, s. 270-284.

90Por. tamze, s. 285-289.
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giczny jako poglad filozoficzny uznajacy, ze przedmiot poznania jest trans-
cendentny wobec podmiotu poznania. Woleniski uwaza, ze tak rozumiany
realizm epistemologiczny jest konsekwencja interpretacyjna twierdzen limi-
tacyjnych (twierdzenia Tarskiego o niedefiniowalnosci prawdy i twierdzenia
o niedefiniowalnosci semantyki w sktadni), jednak sadzi, ze nie mozna uza-
sadni¢ w ten sposéb realizmu ontologicznego®!. Jest to kolejna ilustracja
wplywu teorii podstaw matematyki na stanowisko w kwestiach filozoficz-
nych.

W bliskim zwiazku z epistemologia matematyki pozostaje doniosty pro-
blem niezwyklej skutecznosci matematyki w poznawaniu i opisywaniu fi-
zycznego Swiata. Dlaczego przyroda jest matematyczna? 1 dlaczego nasz
umyst mysli matematycznie? Dlaczego jest zdolny do odkrywania matema-
tycznych struktur przyrody? Sa to pytania wykraczajace poza filozofie ma-
tematyki, nalezace juz do dziedziny filozofii przyrody. Jednak ewentualne
odpowiedzi na te pytania majg niebagatelne znaczenie takze dla filozofii
matematyki.

M. Heller w swej ksiazce Szczescie w przestrzeniach Banacha pisze: ,Ma-
tematyka nie jest nauka doswiadczalna, ale sama jest do$wiadczeniem. Za-
réwno do$wiadczeniem catej ludzkosci, jak i doswiadczeniem kazdego ‘licza-
cego cztowieka’ z osobna”?2. Nieco dalej autor wyciaga nastepujace wnioski
z dotychczasowego zmagania sie ludzkich umystéw z problemem matema-
tycznego doswiadczenia:

(1) ,Problem matematycznego doswiadczenia jest gleboko nietrywial-
nym zagadnieniem; zawiera on przynajmniej dwie rzeczywiste sktadowe,
a mianowicie:”

(2) ,Pytanie o nature matematyki: co takiego miesci sie w samej mate-
matyce, ze jej rozumowania uwazamy za niezawodne, a jej twierdzenia za
calkowicie bezpieczne?”

(3) ,Pytanie o nature naszego poznania matematycznego: co takiego
miedci sie w strukturze naszego umyshu, ze uznaje on bez zastrzezen nie-
unikniono$¢ wnioskéw poprawnie wyprowadzonych z przyjetych zalozen na
podstawie uznanych regut wnioskowania? Krétko: dlaczego umyst my$li ma-
tematycznie?” 93

Badania podstaw matematyki maja doniosle znaczenie w poszukiwaniu
odpowiedzi na te pytania.

91Por. tamze, s. 300-302.
92M. Heller, Szczescie w przestrzeniach Banacha, s. T4.
93Tamze, s. 82.
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3. Zagadnienia aksjologiczne

Aksjologia matematyki, wedtug Lubomirskiego, powinna by¢ rozumiana
jako teoria wszelkiego rodzaju wartosci regulujacych proces poznania mate-
matycznego w jego historycznym rozwoju w réznych epokach. Lubomirski
wymienia takie wartosci, jak: ,$cisto$é, naturalnoéé (definicji, rozumowa-
nia), efektywnosé (dowodu, konstrukeji), pomystowosé, intuicyjna oczywi-
stosé, elementarno$é uzytych (w dowodzie lub konstrukeji) $rodkéw, for-
malna skuteczno$é rozumowania, czytelno$é (definicji, twierdzenia czy do-
wodu) [...] wreszcie og6lnosé (pojecia, twierdzenia, konstrukeji, metody do-
wodowej itp.)”?4. Autor ten jest zdania, ze tak rozumiana aksjologia mate-
matyki powinna staé¢ si¢ niezbednym uzupelnieniem epistemologii matema-
tyki?>. Wydaje sie, ze aksjologia mogtaby tez stanowié¢ filozoficzng refleksje
uzupeltniajaca metamatematyke jako teorie dowodu.

Watki aksjologiczne towarzyszg niewatpliwie my$li matematycznej po-
przez caly okres jej historycznego rozwoju. Juz matematycy starozytnej
Grecji wypracowali pewien styl uprawiania matematyki, w ktérym wartosci
takie jak naturalnoéé¢ i oczywistosé zalozen oraz $cistos$é rozumowania i do-
wodzenia odgrywaly zasadnicza role. Mozna zaryzykowaé twierdzenie, ze
matematyka narodzila sie wlasnie dzieki dokonaniu wyboru tych wartosci.
Dlatego ani rachunkowe umiejetnosci Babiloniczykéw, ani geodezyjne spraw-
noéci Egipcjan nie byly jeszcze ,matematyka” w pelnym znaczeniu tego
stowa”0 | natomiast z cala pewnoécia zastuguje na to okreslenie matematyka
grecka. Zasadniczg role w ksztaltowaniu sie europejskiej mysli matematycz-
nej odegrala filozofia Platona. W systemie Platona ogromna role odgrywaja
pojecia piekna i doskonatosci. Sa to pojecia wlasciwie z pogranicza aksjolo-
gii i matematyki, gdyz ich istote Platon dostrzegal w proporcji i symetrii®7.
To wlasénie szukanie doskonatosci kazato Platonowi umiesci¢ byty matema-
tyczne w Swiecie idei, a nie w $wiecie rzeczy i glosi¢, ze prawdziwa nauka nie
ma nic wspélnego z praktyka®®. Platon byl takze twoérca metody aksjoma-
tycznej®?, ktéra — rozwinieta przez Euklidesa (nie bez wplywu metodologii

94A. Lubomirski, O wogdlnianiu w matematyce, s. 49.

95 Por. tamze, s. 49-50.

96Por. M. Heller, Uchwycié przemijanie, Znak, Krakéw 1997, s. 27-31.

97Por. tamze, s. 36-37.

9% Por. tamze, s. 32-33, a takze R. Murawski, Filozofia matematyki. Zarys dziejow,
s. 31.

9Por. R. Murawski, Filozofia matematyki. Zarys dziejéw, s. 24.
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Arystotelesa, zwlaszcza gdy chodzi o definicje!??) w stynnych Elementach

— byta jednym z najwiekszych osiagnieé¢ greckiej matematyki. Elementy
Euklidesa staly sie¢ wzorem ScistoSci rozumowania i elegancji dowodzenia
matematycznego na dlugie wieki, cho¢ z dzisiejszego punktu widzenia za-
wieraja sporo luk, odwolan do intuicji i prawd ,oczywistych”!%'. W doborze
aksjomatéw i postulatow Euklides kierowal sie zasada maksymalnej prostoty
i oczywistosci.

Powszechnie znana jest historia V postulatu Euklidesa o réwnolegtych.
To wlasnie fakt, ze postulat ten nie jest tak jasny i oczywisty jak pozostale
postulaty i aksjomaty Euklidesa (gdyz méwi o czyms, co dzieje sie dowol-
nie daleko), spowodowat liczne nieudane préby wyprowadzenia V postulatu
z pozostalych, uwienczone powstaniem geometrii nieeuklidesowych w XIX
wieku i dowodem niezaleznosci V postulatu od innych pewnikéw systemu
Euklidesa. V pewnik Euklidesa do tego stopnia niepokoil matematykéw, ze
poczawszy od Geminosa (matematyka wspomnianego przez X-wiecznego
komentatora arabskiego) az po Legendre’a w XIX wieku wielu matematy-
kéw oglaszato ,,dowody” V postulatu, ktére wkrétce okazywaly sie fatszywe.
»2Dowdd” Legendre’a dostal sie¢ nawet do podrecznikéow szkolnych, a po od-
kryciu jego falszywosci autor wycofal go wprawdzie, ale obmy§lil nastepne,
réwnie falszywe ,dowody”192. Wszystkie te préby unikniecia V postulatu
ukazuja, jak wielkie znaczenie w praktyce matematycznej odgrywaja war-
tosci takie, jak jasno$é i oczywistosé.

We wspoélczesnej filozofii matematyki aksjologia pelni takze znaczaca
role. Klasyczne kierunki filozofii matematyki: logicyzm, intuicjonizm i for-
malizm wyrosty z pragnienia zapewnienia matematyce ,niewzruszalnych
podstaw”, ,,pewnosci”, ,bezpieczenstwa”, ,niesprzecznosci” itp. Wérod tych
postulatéow sa takie, ktore mozna analizowa¢ metodami metamatematyki
(na przyklad niesprzecznosé, zupelnosé), ale sa i takie, ktére naleza do dzie-
dziny tradycyjnie rozumianej aksjologii. Trzeba zauwazy¢, ze takze badania
nad podstawami matematyki zrodzily sie z pragnienia zapewnienia mate-
matyce tej $cistosci, pewnosci i niezawodnosci, o jakiej marzag matematycy,
a ktora jest wartoScia w pewnej mierze ,nieuchwytng’ dla metod samej
matematyki i wymaga refleksji filozoficznej.

Dyskusja nad rola pewnika wyboru w teorii mnogosci moze by¢ uwa-
zana w pewnym sensie za wspoélczesny odpowiednik historycznej dyskusji

100por. tamsze, s. 32.
101por. tamsze, s. 33.
102por. S. Kulczycki, Geometria nieeuklidesowa, PWN, Warszawa 1960, s. 21-42.
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nad V postulatem Euklidesa. Pewnik wyboru budzi kontrowersje, gdyz ma
zupelnie inny charakter niz pozostale aksjomaty teorii mnogosci Zermela—
Fraenkla. Jest to pewnik niekonstruktywny, postulujacy istnienie pewnego
zbioru bez podawania o nim jakichkolwiek blizszych informacji. Dlatego tez
bytly liczne préby udowodnienia pewnika wyboru na podstawie pozostatych
aksjomatéw teorii mnogoéci, jednak udowodniono w gruncie rzeczy co in-
nego: niezaleznosé¢ pewnika wyboru (analogicznie, jak w przypadku V postu-
latu Euklidesa). Pewnik wyboru jest z jednej strony konieczny do dowodu
wielu waznych twierdzen, z drugiej strony jednak prowadzi do pewnych
(pozornie?) paradoksalnych wnioskéw; na przyklad jego konsekwencja jest
twierdzenie Banacha—Tarskiego o paradoksalnym rozkladzie kuli. Dlatego
podejmowane sg préby zastapienia pewnika wyboru jakim$ innym aksjo-
matem!?3. Podobne dyskusje sa toczone takze wokél wspomnianej wyzej
hipotezy continuum. Wszystko wskazuje na to, ze na obecnym etapie prac
nad podstawami matematyki wybdr aksjomatéw jest sprawa dosé arbitralng
i uzalezniona od czynnikéow aksjologicznych. Murawski pisze na ten temat:
»A. Kanamori i M. Magidor proponujg przyjecie nowych aksjomatéw nie-
skonczonosci albo na zasadach ‘teologicznych’, albo w sposéb czysto for-
malny, na zasadzie kierowania sie tylko ‘wartosSciami estetycznymi’ siatki
ich konsekwencji i wzajemnych powigzan”1%4. A — w odréznieniu od V po-
stulatu Euklidesa — chodzi tu nie tylko o geometrig, gdyz teoria mnogosci
jest uwazana za fundamentalna teorie calej matematyki.

Matematycy czesto maja doswiadczenie obcowania z rzeczywistoscia,
ktéra ,,odkrywaja’, a nie ,tworza”, dlatego platonizm jest w praktyce mate-
matycznej czestym stanowiskiem. Duza role w tym do$wiadczaniu matema-
tycznego ,odkrywania” odgrywa poczucie piekna matematycznych obiek-
tow. Na przykiad R. Penrose, wspolczesny platonik, dostrzega w matema-
tyce ,dziela boze” i ,dziela ludzkie”. Niezwykle bogata i pigkna struktura
niektérych matematycznych obiektéw kaze je zakwalifikowaé jako ,dzielo
boze”, ktore ,,odkrywamy”. Sa tez w matematyce dalekie od jednoznaczno-
$ci i sztuczne konstrukcje matematykéw, nie majace owego matematycznego
piekna i te Penrose nazywa ,dzietami ludzkimi” 195,

A. L. Hammond w pieknym eseju Matematyka — nasza niedostrzegalna
kultura zamieszcza jako glos w dyskusji wypowiedz matematyka L. Bersa:

103Por. R. Murawski, Filozofia matematyki. Zarys dziejéw, s. 177-183.

104Tamze, s. 188.

105Por, R. Penrose, Nowy umysl cesarza. O komputerach, umysle i prawach fizyki,
s. 316-319.
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,Umyst ludzki jest skonstruowany w ten sposéb, ze gdy mamy do czynie-
nia z matematyka odnosimy wrazenie dotykania czego$ rzeczywistego. Sa
pewne fragmenty matematyki, ktére sa bardziej rzeczywiste od innych. Dla
mnie warto$¢ teorii matematycznej zalezy od tego, w jakim stopniu doty-
czy ona rzeczy zrobionych, w jakim$ sensie, przez Boga, a nie przez czlo-
wieka” 19, W tym samym eseju Hammond pisze: ,,Matematyka zawsze byta
uwazana za galaz wiedzy, za ekstrakt czystej mysli. Bez watpienia wyka-
zala ona swa gleboka uzytecznosé, moze nawet niezbednos$é w konstrukeji
nowoczesnego gmachu wiedzy i w jej technologicznych plonach. Ale sami ma-
tematycy z uporem mowig o swej dziedzinie w terminach sztuki — piekno,
elegancja, prostota — i powoluja sie na analogie z malarstwem i muzyka.
Wielu matematykow bedzie z zapatem zaprzeczaé twierdzeniom, jakoby ich
prace mialy byé uzyteczne lub tez w jakimkolwiek stopniu motywowane
mozliwoéciami praktycznych zastosowan”!?7. I nieco dalej: ,Wielki mate-
matyk francuski Henri Poincaré pisal o ‘odczuciu matematycznego piekna,
harmonii liczb i ksztaltéw, geometrycznej elegancji. Sa to odczucia czysto
estetyczne, znane wszystkim prawdziwym matematykom™ 198, [...] Jednym
z goracych oredownikéw estetycznego aspektu matematyki byt angielski teo-
retyk liczb Godfrey Hardy, ktéry szczycil sie tym, ze nigdy nie zrobil nic
uzytecznego w sensie praktycznych zastosowan. Hardy okreslal matematy-
kéw jako tworcéw wzorcow i idei. Twierdzil on, ze dla nich, podobnie jak dla
innych artystéw, ‘piekno i dostojenstwo sa kryteriami, przy pomocy ktérych
nalezy oceniaé ich dzieta’. Pigkno, méwil, ‘jest pierwszym sprawdzianem; nie
ma na $wiecie trwatego miejsca dla brzydkiej matematyki’” 109,

Pojecie piekna i elegancji odgrywa bardzo istotna role takze w samej kon-
strukcji (od strony technicznej) teorii i prac matematycznych. Matematycy
z reguly bardzo dbaja o elegancje swych prac. Jako jeden z wielu mozli-
wych przykltadéw moze tu poshuzy¢ sformulowanie tak zwanego zasadni-
czego twierdzenia algebry. Nazwa ta okredla sie dzi$§ twierdzenie: (1) Kazdy
wielomian stopnia dodatniego o wspoélczynnikach zespolonych ma w ciele
liczb zespolonych Z co najmniej jeden pierwiastek!'C.

106 A, L. Hammond, Matematyka — nasza niedostrzegalna kultura, [w:] Matematyka
wspblczesna. Dwanascie esejéow, red. L. A. Steen, WNT, Warszawa 1983, s. 31.

107 Tamsze, s. 27.

108 Tamze, s. 33.

109Tamsze, s. 34.

10por. A. Mostowski, M. Stark, Elementy algebry wyzszej, PWN, Warszawa 1958,
s. 211.
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Rzecz w tym, ze prawdziwe jest takze twierdzenie mocniejsze: (2) Kazdy
wielomian stopnia n > 1 o wspoélczynnikach zespolonych ma w ciele liczb
zespolonych dokladnie n pierwiastkéw (z uwzglednieniem krotnosci pier-
wiastkéw) L,

Dlaczego wigc nie nazwaé (2) ,zasadniczym twierdzeniem algebry”?
Wydaje sig, ze gtownym powodem sa — obok racji metodologicznych —
wzgledy matematycznej elegancji. Twierdzenie (1) wymaga skomplikowa-
nego dowodu, ktéry doéé¢ dtugo byt poszukiwany przez matematykéw, a zna-
lezienie poprawnego dowodu przez Gaussa na przetomie XVIII i XIX wieku
stanowilo powazne osiggniecie!2.

Twierdzenie (2) wynika z (1) niemal natychmiast. Cho¢ twierdzenie (2)
jest ,mocniejsze” w tym sensie, ze mdéwi wiecej o pierwiastkach wielomianu,
twierdzenie (1) jest bardziej ,,podstawowe”, stanowi ,wazniejszy” etap ma-
tematycznego odkrycia. Elegancja matematyczna wymaga podkreslenia jego
roli przez uznanie wlasnie (1) za ,zasadnicze twierdzenie algebry”.

* 3k
*

Tak wiec, mimo duzego zblizenia wspblczesnej filozofii matematyki do
teorii podstaw matematyki, mozna w filozofii matematyki wyodrebni¢ za-
gadnienia ,typowo filozoficzne” | nie dajace sie zredukowaé¢ do matematyki.
Do takich ,typowo filozoficznych” zagadnien naleza problemy ontologiczne,
epistemologiczne i aksjologiczne. Dlatego, chociaz matematyka jest dyscy-
plina naukowa, ktéra w pewnym zakresie moze bada¢ sama siebie (w tym
sensie na przyklad metamatematyka, rozumiana jako teoria dowodu, nalezy
do matematyki), filozofia matematyki nie jest czeSciag matematyki. Oczy-
wiscie miedzy refleksja filozoficzna a badaniami matematycznymi zachodza
rozliczne zwiazki i wzajemne zalezno$ci.

Hlpor. tamze, s. 217.
112por. tamze, s. 211.



