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W numerze XVIII (1996) ,Zagadnien Filozoficznych w Nauce” (ss. 100-
103) ukazal sie artykul Marcina Skulimowskiego pt. Paradoksalny rozklad
kuli. W nawigzaniu do tego artykulu ponizej zamieszczamy tekst, jaki nade-
stal nam dr Lech Gruszecki z Katedry Matematyki Stosowanej Politechniki
Lubelskiej.

*

Twierdzenie (teoremat) Banacha-Tarskiego o paradoksalnym rozkla-
dzie kuli przedstawiane jest zazwyczaj w literaturze matematycznej lub
filozoficzno—matematycznej jako konsekwencja aksjomatu wyboru (por. np.
[K-M], [Mu], [S]). Diagnoza ta jest, jak sie wydaje, pewnym uproszczeniem.
Dowéd twierdzenia Banacha—Tarskiego wymaga bowiem odwotania si¢ nie
tylko do pewnika wyboru, ale i do innych pojeé, ktére, chociaz w przeciwien-
stwie do aksjomatu wyboru uznawane sa za naturalne, przy blizszej analizie
okazuja sie dos¢ problematyczne.

Przypomnijmy wypowiedz rozwazanego przez nas twierdzenia (por. réw-
niez [K-M], [B-T]). Niech K bedzie trojwymiarows sfera o promieniu réw-
nym jeden. Niech ponadto X i Y beda dowolnymi podzbiorami K. Méwimy,
ze X przystaje do Y zawsze i tylko wtedy, gdy istnieje taki obrét ¢ sfery
wokol srodka, ze o(X) =Y. O zbiorach X 1 Y méwimy, ze przystaja przez
rozklad skoniczony, co zapisujemy symbolicznie X ~ Y, wtedy i tylko wtedy,
gdy istnieja roztaczne zbiory Xi,..., X, oraz roztaczne zbiory Yi,...,Y,
o tej wlasnosci, ze X = X7 U...UX,,Y =Y U...UY, oraz dla dowolnego
1=1,2,...,n, X; przystaje do Y;.

Twierdzenie Banacha—Tarskiego orzeka, ze sfera K daje sie przedstawic¢
jako suma mnogo$ciowa roztacznych zbioréw X i Y takich, ze X ~ K

*UWAGA: Tekst zostal zrekonstruowany przy pomocy srodkéw automatycznych; moz-
liwe sg wigc pewne bledy, ktérych sygnalizacja jest mile widziana (obi@opoka.org). Tekst
elektroniczny posiada odrebna numeracje stron.
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oraz ze Y ~ K. Mozna wykazaé, ze twierdzenie zachodzi rowniez dla kuli
domknietej (lub otwartej).

W dowodzie twierdzenia korzysta sie miedzy innymi z aksjomatu wy-
boru, ktéry stwierdza, ze dla dowolnej rodziny zbioréw niepustych i roz-
tacznych istnieje zbior, ktéry ma dokladnie po jednym elemencie wspolnym
z kazdym ze zbioréw nalezacych do tej rodziny. Aksjomat wyboru zostal
sformutowany w 1904 r. przez E. Zermelo i od razu wzbudzil kontrowersje.
Wielu matematykéw (np. Borel, Lebesgue) wskazywalo na jego niekonstruk-
tywny charakter; inni (np. Hausdorff, Fraenkel) przyjmowali ten aksjomat
bez zastrzezen, nadajac mu ten sam status, co innym pewnikom teorii mno-
gosci. Trzeba przy tym zaznaczy¢, ze aksjomat wyboru jest niezbedny w do-
wodzie réwnowaznosci definicji Heinego i Cauchy’ego ciaglosci funkcji oraz
w dowodach kilku kluczowych twierdzen réznych dziatéw matematyki, np.
w dowodach twierdzenia Tichonowa o zwartosci produktu przestrzeni zwar-
tych i twierdzenia Hahna—Banacha.

W dowodzie twierdzenia Banacha—Tarskiego pewnik wyboru zastoso-
wany jest do rodziny podzbioréw sfery K, przy czym zaktada sig, ze K C R3.
Wilasnie to zalozenie, tzn. utozsamienie rzeczywistej przestrzeni fizycznej
z tréjwymiarowa przestrzenia euklidesowa moze by¢ Zrodtem paradoksal-
noéci twierdzenia. Wiadomo przeciez, ze przestrzen R® posiada wlasnosci,
ktore moga nie przystugiwaé przestrzeni fizycznej. Przestrzen euklidesowa
jest nieskonczenie podzielna, zupelna i spdjna. Wlasnoéci te czasem okreéla
sie jednym stowem: ciaglo$é (por. [Mi]). Wspdlczesne nauki fizyczne wska-
zuja jednak, ze przestrzen, w ktérej zyjemy, ma strukture dyskretna; ciggtoséé
jest raczej wygodna forma ujmowania rzeczywistosci przez nasz umyst. Do-
wod twierdzenia Banacha—Tarskiego opiera si¢ natomiast na wykorzystaniu
calego ,bogactwa” zbioru liczb rzeczywistych, w szczegdlnosci na realistycz-
nym traktowaniu liczb niewymiernych, ktérym maja odpowiadaé punkty
w przestrzeni (dla przykladu mozna wspomnieé, ze dowdéd wymaga kon-
strukcji pewnej grupy obrotéw sfery K; podstawa tej konstrukcji jest m. in.
obrét woké!t jednej z osi uktadu wspédtrzednych o kat bedacy niewymierna
wielokrotnoscia 27).

Problem istnienia liczb niewymiernych, jak wiadomo, budzit wiele emo-
cji w przeszlosci. Starozytni Grecy unikneli rozwazania tego pojecia poprzez
sprowadzenie algebry do geometrii. W okresie pdzniejszym (zwlaszcza od
czasu rozkwitu algebry we Wloszech w XVI w.) liczby niewymierne wpraw-
dzie byty stosowane, ale ich status pozostawal niejasny az do drugiej potowy
XIX w., kiedy to zostaly przedstawione niezaleznie przez Weierstrassa, De-
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dekinda i Cantora rézne metody wprowadzania liczb rzeczywistych. Wszyst-
kie one opieraly si¢ na postulowaniu analogii pomiedzy konstruowanym jako
uzupelnienie zbioru liczb wymiernych zbiorem liczb rzeczywistych a prosta
geometryczna. R. Dedekind pisal: ,[...] por6wnanie dziedziny R liczb wy-
miernych i linii prostej doprowadzito do stwierdzenia istnienia luk, niezu-
pelnoéci czy niecigglodci tej pierwszej, podczas gdy prostej przypisujemy
zupelnosé, brak luk czyli ciaglosé” (por. [D]).

O ile teoria liczb rzeczywistych stworzona w ubieglym wieku jest opera-
cyjnie uzyteczna, to intuicje geometryczne, ktére (wraz z szeregiem zagad-
niefi analizy matematycznej) przyczynily sie do jej powstania, sa dzi$ podda-
wane w watpliwos¢. Zwrdéémy uwage réwniez i na to, ze proces ksztaltowania
matematycznego modelu przestrzeni fizycznej odbywa si¢ przy uzyciu pojec
logicznych, ktére powstaja w oparciu o doswiadczenie wielkosci skonczo-
nych. Czy tak powstata struktura pojeé¢ logicznych moze byé przeniesiona
na obiekty nieskonczone? Czy same zwroty kwantyfikatorowe nie sugeruja
punktowej budowy przestrzeni? Czy logika klasyczna wraz ze swoimi pra-
wami jest tu adekwatna?

Jak wida¢ przy konstruowaniu wlasciwego modelu $wiata rzeczywistego
nalezy poddaé¢ refleksji najbardziej podstawowe intuicje geometryczne,
logiczne i algebraiczne. Jak w zwiazku z tym nalezy traktowaé twierdzenie
Banacha—Tarskiego? Czy wskazuje ono tylko na paradoksalne konsekwencje
aksjomatu wyboru? Sadze, ze teza twierdzenia falsyfikuje cala uzyta
w tym przypadku koncepcje przestrzeni, inaczej mowigc adekwatnosé
matematycznego modelu, jakim jest algebraiczno—topologiczna struktura
zbioru R.
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