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TEZA CHURCHA A TWIERDZENIE GODLA

Jednym z najstynniejszych intelektualnych zdobyczy, mijajacego dwu-
dziestego wieku, jest bez watpienia twierdzenie Godla (skrét TG)L. Méwi
ono, ze arytmetyka liczb naturalnych i kazdy system ja zawierajacy nie-
sprzeczny i o rekurencyjnym zbiorze aksjomatéw, ktéry oznaczymy skrétem
AR, jest istotnie niezupelny. Dlatego wtasnie TG nazywamy twierdzeniem
o niezupetnosci AR2. Czasem tez zdarza sie, ze twierdzenie to bywa na-
zwane twierdzeniem o nierozstrzygalnoéci AR?. Jednym z celéw napisania
niniejszego artykulu jest préba wyjasnienia tego nieporozumienia. Glow-
nym celem jest zapoznanie Czytelnika ze zwigzkiem tresciowym, z ktorego
nie wszyscy zdaja sobie sprawe?, jaki istnieje pomiedzy TG a teza Chur-
cha (skr6t TC). Przed ich $cistym sformulowaniem nalezy wyjasni¢ pojecia
pomocnicze. Pierwszym jest idea arytmetyzacji sktadni. Sam pomyst jest
bardzo prosty, lecz jego wykonanie w sposéb Scisty jest dosé zmudne, dla-
tego przedstawie jedynie sama ideg. Wiadomo, ze kazda liczba naturalna

*UWAGA: Tekst zostal zrekonstruowany przy pomocy srodkéw automatycznych; moz-
liwe sa wigc pewne bledy, ktérych sygnalizacja jest mile widziana (obi@opoka.org). Tekst
elektroniczny posiada odrebnag numeracje stron.

1 Osiagniecia Kurta Gédla we wspéltczesnej logice sa wyjatkowe i monumentalne —
w rzeczywistosci to wigcej niz monument, to punkt zwrotny, ktéry pozostanie widoczny
daleko w czasie i przestrzeni.” J. von Neumann, w New York Times, 15 marzec, 1951,
s. 51, (ttum. A.O.). Chodzi tutaj o tzw. pierwsze twierdzenie Gédla o niezupelnosci.

2TG zostalo dowiedzione przez Gédla dla dowolnego systemu formalnego, ktéry po-
siada nastepujace wlasnosci: (i) jest w—niesprzeczny, (ii) ma rekurencyjnie definiowalny
zbiér aksjomatéw i regul inferencji, (iii) kazda relacja rekurencyjna jest definiowalna
w tym systemie. W naszych rozwazaniach AR spelnia warunek drugi i trzeci, za$ pierwszy
zastepujemy zwykla niesprzecznoscia. Zatem chodzi o wariant TG, bedacy twierdzeniem
Rossera.

3Por. na przyktad A. Grzegorczyk, Zagadnienia rozstrzygalnosci, Warszawa 1957,
s. 107.

4 Artykutl niniejszy jest trzecim z serii artykuléw poswieconych zwiazkowi TC z innymi
waznymi zagadnieniami filozoficznymi. Poprzednie dwa: , Teza Churcha a Platonizm”
oraz ,,O roli TC w dowodzie pewnego twierdzenia”, ukazaly si¢ w dwéch poprzednich
numerach czasopisma ,Zagadnienia Filozoficzne w Nauce”.
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(opréez 01 1) da sie przedstawié jako iloczyn pewnej iloéci liczb pierwszych®.
Liczby pierwsze tworza ,budulec”, z ktérego mozemy, biorac iloczyny skon-
czone, uzyskaé dowolng liczbe naturalna. Kazdej zatem liczbie naturalnej
przyporzadkowaé¢ mozemy wzajemnie jednoznacznie jej rozklad na iloczyn
liczb pierwszych. Godel znalazl sposéb, w jaki mozemy kazdemu, popraw-
nie zbudowanemu, wyrazeniu jezyka AR przyporzadkowaé wzajemnie jed-
noznacznie jego numer Godlowski, tzn. okreslong liczbe naturalna®. Ta od-
powiednios¢ jest bardzo Scista, tzn. mozemy, majac wyrazenie, skonstruowac
jego numer, ale i odwrotnie, majac jakis numer Goédlowski, mozemy skon-
struowaé samo wyrazenie. Dotyczy to nie tylko wyrazen jezyka AR, ale
rowniez skonczonych ciagéw wyrazen, jak np. dowodéw. Teraz drugi istotny
krok: chcac wypowiedzieé¢ jakies stwierdzenie metamatematyczne o jakichs
wyrazeniach AR, mozemy, znajac ich numery Godlowskie, méwié¢ o tych
numerach; co za tym idzie, przej$¢ znowu z metamatematyki do AR. Po-
wiemy w skrécie: pewne metamatematyczne zdania o AR mozna przelozy¢
na zdania arytmetyczne. Zapiszemy to tak: jesli y jest wyrazeniem AR, to
[x] oznacza jego numer Godlowski”. Metamatematyczne zdanie: ,formuta
x(t) jest wynikiem podstawienia termu ¢ (czyli wyrazenia kategorii nazwo-
wej), do formuly x(x) za zmienng 2”8, da si¢ réwniez przettumaczyé¢ na
formute arytmetyczna®. Arytmetyczng funkcje podstawiania zapiszemy na-
stepujaco: podst([x ()], [z], [t]) = [x(t)]'°. Nalezy podkreslié, Ze ta ostatnia
formula jest zdaniem zapisanym w jezyku AR. Da sie réwniez zapisa¢ w AR
nastepujace zdanie metamatematyczne: ,ciag wyrazen z, jest dowodem wy-
razenia x”, w postaci: Dowagr([z],[x]), réwniez tutaj nalezy podkresli¢, iz
formula ta jest zdaniem czysto arytmetycznym (oczywiscie odpowiadaja-

5Doktadne oméwienie tego zagadnienia w: A. Grzegorczyk, Zarys arytmetyki teore-
tycznej, PWN, Warszawa 1971, ss. 81-83.

6Dla praktycznego zapoznania si¢ z numeracja Godla por. np. E. Nagel, J. R. Newman,
Twierdzenie Gédla, PWN, Warszawa 1966, ss. 53—61.

"Mozemy kodowaé nie tylko zdania, ale réwniez funkcje zdaniowe, w ktérych wystepuja,
zmienne wolne.

8 Jest to wladnie sytuacja wspomniana w poprzednim przypisie: x(z) jest forma zda-
niowa jednej zmiennej wolnej z, gdzie zmienna przy kodowaniu traktowana jest czysto
syntaktycznie, jako znak.

9Nie jest to wcale takie proste i oczywiste. W tej sprawie por. np. Nagel, Newman,
op. cit., ss. 83-84. To wlasnie, miedzy innymi, doktadnie zrobil Gédel w pracy Ueber
formal unentscheindbare Setze der Principia Mathematica und verwandter Systeme 1.7,
Monatshefte fiir Mathematik und Physik, 38 (1931), ss. 173-198; réwniez w: M. Davies,
The Undecidable, Raven Press, New York 1964, ss. 5-38.

10 Jest to, jak widaé, funkcja tréjargumentowa, reprezentujaca ja relacja bedzie cztero-
argumentowa.
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cym znaczeniu zdania metamatematycznego). O dwéch dowolnych termach
T, Yy powiemy, ze:

Dowag(z,y) wtedy i tylko wtedy, gdy z jest numerem Godla dowodu
formuly o numerze Godla .

Wreszcie zdefiniujemy: Dag(y) < JxDowag(z,y), inaczej; formula
o numerze Godlowskim y jest dowodliwa w AR, gdy istnieje obiekt x bedacy
numerem Godlowskim jej dowodu.

Zachodzi wazna wlasnosé, ze jesli dowolne zdanie x jest dowodliwe w AR
z aksjomatéw, to Dag([x]) jest twierdzeniem w AR.

Dla dowodu TG potrzebny jest nastepujacy lemat:

Niech x(z) w jezyku AR ma tylko jedna zmienng z. Istnieje zdanie ¢
takie, ze

@ <= x(lgl)

jest twierdzeniem ARM.

Dowéd: Niech podst'(z,y,z) = podst(x,y,num(z))'?. Niech podst’'3
reprezentuje w AR funkcje podst’. Dla danego x(z), niech 6(z) bedzie na-
stepujaca formuta

Vy(podst’(z,2, z,y) — x(v))
(przyjmujemy, ze liczba 2 jest numerem Godla zmiennej z, za$ 2 jest liczeb-

nikiem (nazwa) liczby 2). Niech m = [0(x)] oraz niech ¢ bedzie zdaniem
6(m). Wobec powyzszych ustalen mamy:
¢ = 0(m)
< Vy(podst’(m, 2, m,y) — x(y))
< Vy(podst’([0(z)], 2,m,y) — x(y))
< x([0(m)])
< x([#])-

Czego nalezato dowiesé!4.

Wstawmy do dowiedzionego lematu =D () za formule x(x).
Twierdzenie Godla o niezupelnosci:
Jedli w AR, o ile AR jest niesprzeczna, da sie dowies¢:

Dowdd ten pochodzi zasadniczo z: C. Smorynski, ,,The incompleteness theorems,”
w: Handbook of mathematical logic, J. Barwise (ed.), North—Holland, Amsterdam 1977,
ss. 827-828. Dowdd ten jednak nie jest poprawny. Uwage te zawdzigczam Panu Prof.
R. Murawskiemu. Niniejszy dowdd pochodzi z ksigzki: R. Murawski, Recursive functions
and metamathematics, Kluwer Academic Publishers, Dordrecht 1999.

2num(y) jest numerem Godla liczebnika y (liczebnik to nazwa liczby).

13Predykat ten jest czteroargumentowy.

14 Qczywiscie jest to skrétowo zapisany cigg réwnowaznosci.



4 Adam OLSZEWSKI

@ < =Dar([¢]), to:
(i) w AR nie da si¢ dowies$¢ ani zdania ¢;

(i) ani (przy zalozeniu, ze dowiedlno$é D gr([¢]) na gruncie AR implikuje
dowiedlno$é¢ ¢ w AR) nie da sie w AR dowiesé¢ —p.

Dowdd niewprost:1® (i) Jedliby ¢ bylo dowiedlne w AR, to dowiedlne
byloby Dar([¢]), & to na mocy zalozenia twierdzenia i lematu dawaloby
mozliwoéé dowiedzenia, na gruncie AR, zdania —. A to przeczy niesprzecz-
noéci AR.

(ii) zalézmy, ze dowiedlne w AR jest —¢p, to wtedy dowiedlne byloby
—=Dagr([¢]), czyli réwniez D 4 r([¢]), a z zalozenia dodatkowego mielibySmy
dowiedlne w AR ¢, co jest sprzeczne z zalozeniem niesprzecznoéci AR. I to
konczy caty dowdd.

W formie komentarza, do tego nieformalnego przedstawienia dowodu
TG, nalezy powiedzieé, iz sam dowdd jest krotki i bardzo prosty. Caly ciezar
spoczywa na poprawnym zdefiniowaniu arytmetyzacji sktadni i stwierdzen
metamatematycznych. Jesli to da sie uzyskaé i zrozumieé, to pozostala czesé
wydaje sie nawet trywialnym spostrzezeniem!'S.

Zal6zmy teraz, ze: TG jest falszywe i ze AR jest zupelna oraz prawdzi-
wosé TC.

Dla naszych dalszych rozwazan potrzebny bedzie jeszcze jeden predy-
kat, zwany w literaturze przedmiotu predykatem Kleenego!”. Jest to pre-
dykat pierwotnie rekurencyjny, analogiczny do predykatu Dowar Goédla.
Symbolicznie zapiszemy go T(e, n, z). Tréjka liczb naturalnych spelnia
go, czy tez inaczej, orzeka sie on prawdziwie o trzech liczbach natural-
nych wtedy i tylko wtedy, gdy e jest numerem Godlowskim pewnego zbioru
réwnan'®, z jest numerem Godlowskim derywacji, z tego zbioru réwnan,
réwnania, ktore wyraza to, jaka warto$é¢ przyjmie funkcja f wystepujaca

15Dowéd réwniez pochodzi z cytowanej pracy Smoryniskiego s. 828.

16Mozna tutaj postawié pytanie o to, czy da si¢ dowiesé TG bez zabiegu arytmetyzacji.
Juz wiadomo, ze w pewnym sensie mozna, gdyz udowodniono istnienie zdan o tresci aryt-
metycznej (nie ,sztuczne” jak bylto ze zdaniem Godla), ktére sg niezalezne od aksjomatéw
AR. Por. w tej sprawie: R. Murawski, Funkcje rekurencyjne i elementy metamatematyksi,
UAM, Poznan 1990.

17Por. np. H. Rogers Jr., Theory of recursive functions and effective computability,
McGraw-Hill Book Company, New York 1967, s. 30.

18Réwnania te charakteryzujg pewna funkcje f.
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w wymienionych réwnaniach, dla argumentu n'°. Kleene skonstruowal do
tego jeszceze funkcje, réwniez pierwotnie rekurencyjna U(z), ktéra dziala tak:
f(n) = U(pxT(e,n,z)). Funkcja ta ,wydobywa” z numeru Godlowskiego
rownania z, warto$¢ funkeji f w punkcie n. Dzigki temu dysponujemy efek-
tywna enumeracja wszystkich jednoargumentowych czesciowych funkcji re-
kurencyjnych: ¢o(n), ¢1(n), ..., pe(n),...; gdzie p.(n) = U(uzT(e,n,x))%°.
Poniewaz w tym ciggu wystepuja funkcje czeSciowe, mozna je efektywnie
uzupelnié¢ do funkcji catkowitych fo(n)’f1 (n), ...,ge(n), ... W sposéb naste-
pujacy:

fe(n) =U(z), gdy T'(e,n, ), lub

ge(n) =0, gdy Vz—T(e,n,x) jest twierdzeniem AR.

Te nowe funkcje sa okreslone na calym zbiorze liczb naturalnych. Wo-
bec tego, dla ustalonych e oraz n, mozemy poszukiwa¢ najmniejszej liczby
x takiej, ze zachodzi T(e, n, x). Jesli taka liczbe znajdziemy, to dajemy
¢ (n) = U(z). Jesli takiej liczby nie ma, co wyraza odpowiednie zdanie
AR, to znajdziemy jego numer Godlowski, i wtedy kladziemy ge(n) =02,
Majac taka efektywna enumeracje wszystkich jednoargumentowych funkcji
ogdblnie rekurencyjnych mozemy, uzywajac argumentu przekatniowego Can-
tora, wziaé¢ funkcje gn(n) + 1. Funkcja ta nie wystepuje na naszej liScie
wszystkich jednoargumentowych funkcji ogélnie rekurencyjnych. Sama jest
jednak efektywnie obliczalna. Wynikaloby z powyzszych zalozen, ze klasa
funkcji efektywnie obliczalnych jest obszerniejsza niz klasa wszystkich funk-
cji ogblnie rekurencyjnych. Jest to sprzeczne z TC, ktéra mdéwi co nastepuje:

(TC) Klasa funkcji okreslonych w zbiorze liczb naturalnych i obliczal-
nych w sensie intuicyjnym, pokrywa sie zakresowo z klasa wszystkich funkcji
ogolnie rekurencyjnych.

Cale powyzsze rozumowanie doprowadzilo nas do uzasadnienia prawdzi-
wosci nastepujacego wynikania:

19W opisie za pomoca maszyn Turinga predykat ten ma heurystyczne znaczenie: ma-
szyna Turinga o numerze Gédla e i majac na wejsciu n, wykonuje obliczanie o numerze
Godlowskim z. Por. A. A. Fraenkel, Y. Bar—Hillel, A. Levy, Foundations of set the-
ory, North-Holland, Amsterdam 1973, ss. 260-261. Predykat ten zostal opisany przez
Kleenego w pracy: S. C. Kleene, ,General recursive functions of natural numbers”, w:
M. Davis, The Undecidable, Raven Press, New York 1964, ss. 237—253.

20 Argument ten pochodzi z pracy S. C. Kleene, Reflections on Church’s Thesis, Notre
Dame Journal of Formal Logic, 28 (1987), ss. 490-498.

21Doktadnie owa procedura polega na podwéjnym sprawdzaniu po pierwsze dla kolej-
nego z sprawdzamy, czy spelnia predykat T, jesli 6w z nie spelnia formuty, to sprawdzamy,
czy jest moze numerem Godlowskim formuly wyrazajacej fakt, iz takie z po prostu nie
istnieje.
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(TG jest falszywe) = (TC jest falszywa),

lub réwnowaznie??:

(TC jest prawdziwa) = (TG jest prawdziwe)

Rzecz cala wydaje sie dosé interesujaca z filozoficznego punktu widzenia.
Jakiego to rodzaju zaleznosé zachodzi pomiedzy TG a TC? Jest to z pew-
noécia zalezno$¢ logiczna. Znaczy to, ze prawdziwosé¢ TC pociaga za soba
prawdziwos$¢ TG. Jest to réwniez jako$ zaleznosé ,tresciowa’. Znaczy¢ by
to moglo, ze tres¢ TG zawiera sie w tresci TC. Do wyslowienia zaréwno
TC jak i TG potrzebujemy takich pojeé jak: liczby naturalne, funkcje, ob-
liczalno$é?*. Nieprzypadkowo chyba to Godel, dla potrzeb swego dowodu,
wyslowil pojecie funkcji rekurencyjnych. Interesujace réwniez wydaje sie py-
tanie o prawdziwosé wynikania odwrotnego do ostatniego z wystepujacych
powyzej?s.

23

22Pod warunkiem, ze takie wynikanie ma wlasnosé kontrapozycji (mocnej).

237godnie z TG niezupelny jest kazdy system AR, w-—niesprzeczny o obliczalnej aksjo-
matyce. Taki tez system rozwazal Kleene w artykule ,Reflections on Church’s Thesis”.
Ta implikacja jest mozliwa do przyjecia dzieki mocnemu prawu kontrapozycji, waznemu
w logice klasycznej, ale nietautologicznemu w logice np. intuicjonistycznej.

24W przypadku TG nie wystepuja te pojecia explicite lecz implicite, tzn. zawiera je
termin AR.

25Mogloby to oznaczaé, ze zatozenie prawdziwosci TG, a co za tym idzie istotnej nie-
zupelnosci AR, daloby wystarczajaca podstawe do uznania prawdziwosci TC. Inaczej, ze
tre$¢ TG ,zawiera” w sobie tresé TC, w takim samym sensie jak przeciwne ,zawieranie”
sie treéci mialto zosta¢ wykazane w powyzszym artykule.



